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sta segunda edicién del texto de Matematicas II estd destinada a los estudian-

tes que cursan el primer grado de las preparatorias, con Plan de Estudios 2015,

del bachillerato de la Universidad Auténoma de Sinaloa. Los contenidos del
mismo cubren el segundo semestre del ciclo escolar, en correspondencia con las exi-
gencias del Programa de Matemticas II (Algebra elemental para bachillerato).

Las competencias genéricas y disciplinares basicas de matemadticas a desarrollar
durante el curso son las siguientes:

4. Escucha, interpreta y emite
mensajes pertinentes en dis-
tintos contextos mediante la
utilizacién de medios, cédigos
y herramientas apropiados.

S. Desarrolla innovaciones y
propone soluciones a proble-
mas a partir de métodos esta-
blecidos.

6. Sustenta una postura perso-
nal sobre temas de interés y re-
levancia general, considerando
otros puntos de vista de mane-
ra critica y reflexiva.

8. Participa y colabora de ma-
nera efectiva en equipos diver-
Sos.

4.5 Maneja las tecnologias de la
informacién y la comunicacién
para obtener informacién y ex-
presar ideas, de manera respon-
sable y respetuosa.

5.1 Sigue instrucciones y proce-
dimientos de manera reflexiva
en la busqueda y adquisicion de
nuevos conocimientos.

5.7 Propone soluciones a pro-
blemas del orden cotidiano,
cientifico, tecnoldgico y filosé-

fico.

6.4 Estructura ideas y argumen-
tos de manera clara, coherente y
sintética.

8.1 Plantea problemas y ofrece
alternativas de solucion al desa-
rrollar proyectos en equipos de
trabajo, y define un curso de ac-
cidn con pasos especificos.

8.3 Asume una actitud cons-
tructiva al intervenir en equipos
de trabajo, congruente con los
conocimientos y habilidades
que posee

Utiliza las tecnologias de la infor-
macién y la comunicacién como
recurso para obtener informacién
y expresar ideas, de acuerdo a las
condiciones fisicas, personales
y/o sociales en que se desarrolla su
aprendizaje.

Sigue instrucciones cumpliendo
con los procedimientos preestable-
cidos.

Propone ideas de manera cohe-
rente para resolver problemas del
orden cotidiano, cientifico, tecno-
légico y/o filoséfico.

Estructura y expresa ideas y argu-
mentos, de manera comprensible
para los demas.

Identifica alternativas de solucién a
problemas diversos, mediante una
participacion efectiva en equipos
de trabajo.

Participa en equipos de trabajo,
aportando ideas y propuestas ade-
cuadas.



1. Construye e interpreta modelos mateméticos
mediante la aplicacion de procedimientos arit-
méticos, algebraicos, geométricos y variaciona-
les, para la comprension y andlisis de situaciones
reales, hipotéticas o formales.

2. Formula y resuelve problemas matemadticos,
aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados obtenidos
mediante procedimientos matemadticos y los
contrasta con modelos establecidos o situacio-
nes reales.

4. Argumenta la solucién obtenida de un proble-
ma, con métodos numéricos, grificos, analiticos
o variacionales, mediante el lenguaje verbal, ma-
tematico y el uso de las tecnologias de la infor-
macién y la comunicacién.

S. Analiza las relaciones entre dos o mds varia-
bles de un proceso social o natural para determi-
nar o estimar su comportamiento.

8. Interpreta tablas, gréficas, mapas, diagramas y
textos con simbolos mateméticos y cientificos.

Construye e interpreta modelos mateméticos
pertinentes para la representacion, comprension
y anélisis de situaciones o problemas reales, hi-
potéticos o formales, mediante la modelacién y
aplicacion de conceptos, procedimientos y sim-
bolos del dlgebra.

Formula y resuelve problemas mateméticos rea-
les, hipotéticos o formales, mediante la aplica-
cién de conceptos y procedimientos del dlgebra.

Explica e interpreta los resultados obtenidos en
los célculos, ejercicios y problemas resueltos de
dlgebra, y los contrasta con axiomas, procedi-
mientos y modelos establecidos y con las condi-
ciones dadas o situaciones reales.

Argumenta la validez de la solucién de los ejer-
cicios y problemas resueltos de dlgebra, usando
métodos numéricos, grificos o analiticos, me-
diante el lenguaje verbal y matematico.

Analiza, las relaciones entre dos o mas variables
de un proceso o problema social o natural, apli-
cando el algebra para determinar o estimar su
comportamiento.

Interpreta tablas, gréficas, diagramas y textos con
simbolos, conceptos y operaciones del élgebra,
mostrando comprension en la lectura de textos
de Matematicas y emitiendo juicios correctosy
bien fundados sobre las diversas representacio-
nes de los objetos mateméticos.

El propésito general de la asignatura de Matemasticas II es que al finalizar el curso
el alumno comprenda y resuelva las ecuaciones, funciones e inecuaciones lineales
y cuadraticas, y las aplique en la formulacién y resolucién de problemas de su vida
cotidiana, y de algunas dreas de las ingenierias y las ciencias.

El contenido tratado en este texto es de nivel basico elemental, asilos conocimien-
tos tedricos que aparecen en cada capitulo (los cuales se han reordenados o reducido
respecto a la primera edicién) constituyen los minimos que se requieren para la com-
prensién del contenido y el desarrollo de las competencias genéricas y matematicas
mencionadas anteriormente. Mientras que, didicticamente, se desarrollan de mane-
ra intuitiva e informal, hasta donde sea matematicamente posible, por lo cual se en-
fatiza en la visualizacién geométrica de los conceptos y operaciones, y en aplicaciones
sencillas.

El curso de Matematicas II se encuentra disefiado para ser trabajado por procesos,
desde el enfoque en competencias, siguiendo una metodologia activa de ensefianza/
aprendizaje que debera estar centrada en: investigaciones auténomas del alumno,



exposiciones de clase, talleres de resolucién individual y/o grupal de ejercicios y pro-
blemas escolares formales o contextualizados, argumentaciones y demostraciones
matemadticas, evaluacién y comunicacién de procedimientos y resultados, andlisis y
correccién de errores.

Estas orientaciones didacticas generales deberan desarrollarse en un ambiente, o
microcosmos cultural de practicantes o aprendices, similar al de la comunidad cien-
tifica. Y se recomienda que el docente lo implemente a través de los siguientes mo-
mentos y funciones didacticas (FD): motivacion, orientacion hacia el objetivo,
aseguramiento del nivel de partida, elaboracion o desarrollo del nuevo conteni-
do de aprendizaje, consolidacion y fijacion del aprendizaje, control y evaluacion
del aprendizaje.

Los contenidos disciplinares tratados abordan ampliamente la terminologia y
simbologia algebraica y el trabajo procedimental o algoritmico. La ejercitacién que
se propone en todos los temas es amplia y variada y resulta suficiente para el nivel de
profundidad y complejidad con que se deben cumplir los objetivos del programa. Los
ejercicios estdn dirigidos en lo fundamental al desarrollo de habilidades bésicas y a
través de ellos se propicia la integracién del contenido.

En cada uno de los apartados, en que se dividen los capitulos, se presentan ejem-
plos completamente desarrollados de los problemas y ejercicios tipicos correspon-
dientes a los conocimientos tedricos tratados, con el propdsito de contribuir al
desarrollo de habilidades en los procedimientos y estrategias de trabajo y para fijar
los conocimientos.

Para cada uno de los temas tratados hay una gran variedad de actividades de apren-
dizaje dedicadas a la resolucion de problemas, lo que requiere habilidad para traducir
del lenguaje comin al matematico y viceversa, o sea, para la elaboracién y trabajo con
modelos matemadticos algebraicos.

El contenido del libro se ha estructurado y organizado en cuatro capitulos, en aras
de lograr una mejor sistematizacién e integracién de los temas. De esta manera, en el
primer capitulo se estudian las ecuaciones lineales o de primer grado con una incég-
nita, asi como los elementos de las funciones y las funciones lineales. En el segundo
capitulo se estudian, partiendo de las desigualdades y propiedades de orden de los
numeros reales, las inecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales. Posteriormente,
en el tercer capitulo, se estudian las potencias con exponentes racionales, los radica-
les con radicandos algebraicos y, finalmente, los logaritmos. Por ultimo, en una cuar-
ta unidad, el curso se cierra con el estudio de las ecuaciones, funciones e inecuaciones
cuadréticas

Antes de cerrar esta presentacién queremos sugerir y advertir a los profesores y
estudiantes de matematicas del bachillerato, que usen este material como lo que es:
un material de apoyo didactico. Ningun texto, por si solo, resuelve todos los pro-
blemas que conlleva el proceso de ensefianza/aprendizaje del algebra. Por lo cual, el



maestro deberd aplicar toda su experiencia y competencias docentes para el uso pla-
nificado, critico y selectivo del texto, mientras que el estudiante deberd desarrollar,
con disciplina y con la guia del profesor, su mayor esfuerzo para su comprension.

Estimables lectores, aunque este texto ha sido revisado con mucho cuidado en su
escritura y edicién, desgraciadamente siempre se presentan errores involuntarios,
por lo cual les agradecemos de antemano que nos hagan llegar sus comentarios, cri-
ticas y propuestas de cambio a la Academia de Matematicas de la DGEP-UAS (o a
la direccién electrénica arturoyle@hotmail.com), para asi poder mejorarlo, conjunta-
mente con ustedes, en futuras ediciones.

Esta segunda edicién del libro se ha realizado en los talleres graficos de Once Rios
Editores, los lectores podran apreciar la calidad del trabajo que evidencia su profe-
sionalismo, lo que nos produce gran satisfaccién, por tal razén queremos expresarles
nuestro reconocimiento y felicitacién.

Agradecemos las facilidades que para esta publicacién brindaron los directivos de
la Direccién General de Escuelas Preparatorias de la Universidad Auténoma de Sina-
loa.

Finalmente les deseamos respectivamente a los alumnos y profesores muchos éxi-
tos en el aprendizaje y ensefianza del Algebra y esperamos que este libro les ayude en
este desemperio.

Muchas gracias.
LOS AUTORES

ATENTAMENTE

Culiacan Rosales, Sinaloa, Enero de 2017



Propésito de unidad

Resuelve y aplica las ecuaciones y funciones lineales en la formulacién

y resolucion de problemas de su vida cotidiana, y de algunas areas

de las ingenierias y las ciencias.

Contenido

Introducciéon: Problemas que originan modelos

lineales.

Ecuacioén lineal: Concepto y propiedades de las
igualdades. Soluciones o raices de una ecuacion.
Ecuaciones equivalentes. Ecuacidn lineal. Técnicas
de resolucién. Ecuaciones lineales fraccionarias.

Ecuaciones literales lineales. Despeje de férmulas.

Relaciones y funciones: Funcién lineal. Gréficas.
Angulo de inclinacién y pendiente de una recta.
Pardmetros de una funcién lineal. Ordenada en el
origen de una funcién lineal. Modelacién y aplica-

ciones de las funciones y ecuaciones lineales.

YO

LAS

z

MATEMATICAS

Indicadores de desempeiio

1)

2)

3)

5)

En esta unidad debe lograrse que los alumnos

sean capaces de:

Definir e identificar la ecuacién lineal (o de primer
grado), asi como de reconocer la relacién entre
ecuacién y funcion lineal.

Resolver ecuaciones de primer grado y ecuaciones
que pueden transformase en ellas, aplicando los
procedimientos algebraicos estudiados.

Definir (ya sea como modelo matemético, o como
relacién de dependencia entre variables), graficar y
aplicar las funciones lineales y = mx + b. Asi como
definir, calcular e interpretar el “cero de una fun-
cién lineal’, y la relacion existente entre el calculo
de ceros y la resolucién de ecuaciones de primer
grado.

Definir y calcular la pendiente “m” de una funcién
lineal cuando se conocen dos puntos de su gréfica.
Determinar la funcién lineal (y su ecuacién lineal
correspondiente) conocidos dos puntos de su gra-
fica.

Plantear y resolver problemas que se resuelven
mediante una ecuacién o funcién lineal, o que se
puedan transformar en éstas.



unidad

Actividad preliminar: ¢ Qué es una ecuacién o
funcion lineal?

Ver los siguientes videos:
http://www:youtube.com/watch?v=qYZur -nXgl
http://www:youtube.com/watch?v=R38 FohT]Pc

En esta unidad se estudiardn los conceptos bésicos y los métodos de resolucién concernientes a las
ecuaciones lineales, también se estudiardn los conceptos y formas de representacion de las funciones
lineales, poniéndose énfasis especial en el planteo y resolucion de problemas matemadticos y extra-mate-
maticos que requieren de dichos modelos matemiticos.

/l /l Planteamiento y resolucion de problemas que dan origen a
una ecuacion de primer grado con una variable

Problema 1 (de economia y negocios). Un taxista cobra $120 por "tarifa minima"y luego $20 por cada
kilémetro recorrido. Un segundo taxista no cobra tarifa minima, pero cobra $60 por cada kilémetro.

a) Plantear la "ecuacién de cobro por viaje" correspondiente a cada taxista.
b) Determinar en cudl taxi es mas econdmico viajar una distancia de 4 kilémetros.
c) ¢En qué distancia ambos taxistas cobran lo mismo?

Resolucion:

a) Sirepresentamos por n el kilometraje recorrido y por C al costo por
ecuaciones son:

Primer taxista: C;= 120 + (20 x n)
Segundo taxista: C,= 60 x n

b) Si los taxistas son honestos (hipétesis necesaria para los célculos), el primer taxi cobraria
C,=120 + 20 x 4 = $200, y el segundo taxi cobraria C,= 60 x 4 = $240, por lo tanto, resulta
mas econémico viajar en el primer taxi.

c) Igualemos los cobros: C,= C, = 120 + (20 x n) = 60 x n, por lo tanto los taxistas cobrardn lo
mismo cuando hayan recorrido 3 km (;Por qué?).



Problema 2 (de carreras entre amigos). Un atleta da a un amigo (que no es atleta) una ventaja de
10 metros en una carrera de 100 metros. Si el que tiene ventaja recorre 6 metros en cada segundo y el
atleta recorre 8 metros en cada segundo determinar:

a)
b)
c)
d)
)
f)

¢:En cudnto tiempo alcanzara el atleta a su amigo?

¢:En cudnto tiempo terminard cada uno la carrera?

;Durante cudnto tiempo de la carrera el atleta va detras del amigo?
;Durante cudnto tiempo de la carrera el atleta va delante del amigo?
:En qué tiempo de la carrera el atleta va perdiendo por 3 metros?
:En qué tiempo de la carrera el atleta va ganando por 8.5 metros?

a) Un método de resolucién plausible puede ser elaborar una tabla numérica de entradas y salidas

como la siguiente:

0 seg. 8 x 0 = 0 metros 10 + 2 x 0 = 10 metros
2 seg. 8 X 2 = 16 metros 10 + 2 x 6 =22 metros
3 seg. 8 X 3 = 24 metros 10 + 3 X 6 =28 metros
4 seg. 8 X 4 = 32 metros 10 + 4 x 6 = 34 metros
S seg. 8 X § = 40 metros 10 + 5 x 6 = 40 metros
8 seg. 8 x 8 = 64 metros 10 + 8 X 6 = 58 metros
10 seg. 8 x 10 = 80 metros 10 + 10 x 6 = 70 metros

De donde se observa que el atleta alcanza a su amigo alos 5 segundos.

b)

d (distancia)

Recordando la férmula de {ggc;an que establece que: t (tiempo)= v(veloTad)' Es fécil calcular
8 m/seg
dad o rapidez con que corre. Mientras que el amigo demorard t =
los 90 metros (considerando la ventaja de 10 m).

Las preguntas c) y d) se pueden contestar ficilmente en base a los calculos realizados en la tabla:
:Cudles son las respuestas?

que el atleta demorard t = = 12.5 seg en recorrer los 100 metros, de acuerdo a la veloci-
90 m

6 m/seg

=15 S€g en recorrer

Sin embargo, las preguntas e) y f) no pueden contestase directamente a partir de la tabla, pero, si con
los resultados de la misma se dibuja un grafico que relacione la distancia recorrida respecto del tiempo
empleado se obtiene una gréfica parecida a la siguiente:

d (m)
L ,
L T
! | - R |
' : -'.-': A {f-r' T A




A partir de la cual se pueden responder estas preguntas con una buena aproximacion, a condicién de
que dicha grafica se elabore de la mejor manera en una hoja milimétrica.

Tarea 1: elabora dicha grafica y contesta en base a ella estas preguntas y, después, compara tus res-
puestas con las obtenidas por tus compariero(a)s.

Por supuesto que todas las preguntas anteriores pueden responderse aumentando el nimero de entra-
dasy salidas numéricas en la tabla correspondiente.

Pero también pueden ser respondidas de manera mas directa, aunque tal vez por un camino algo més
complicado, construyendo los modelos o ecuaciones que representan la problemética y realizando los
calculos sobre la base de dichos modelos tal como se ilustra a continuacion:

a) Para determinar en cudnto tiempo el atleta alcanza al amigo se puede plantear en base al enun-
ciado del problema (o del patrén de los célculos de la tabla) las ecuaciones: D = 8ty d = 10 + 6t.
Asi, cuando el atleta alcanza a su amigo ambas distancias son iguales, lo cual es equivalente a
tener que: 8t =10 + 6t => 2t = 10. De donde, se determina que: =10 / 2 = 5 segundos. O sea, el
atleta alcanza a su amigo a los S segundos después de iniciada la carrera.

b) Para calcular los tiempos de culminacién de la carrera para ambos, usamos respectivamente las
ecuaciones anteriores:

Tiempo del atleta: 100 = 8¢, de donde: t =100 / 8 = 12.5 segundos.
Tiempo del amigo: 100 = 10 + 6t, de donde: t = (100 —10) / 6 =15 segundos.

c) yd) Delas respuestas anteriores est4 claro que el atleta va detrds en la carrera cuando 0 < t< Sy
va delante cuando § < t < 12.5 (;Por qué?).

e) Que el atleta vaya perdiendo por 3 metros, significa que: d — D = 3, de donde, (10 + 6t) — 8t=3
=10-2t=3=10-3=2t=t=7 /2= 3.5 seg. Por tanto, exactamente alos 3.5 seg. de iniciada
la carrera el atleta va perdiendo la carrera por 3 metros de diferencia.

f) Que el atleta vaya ganando con 8.5 metros, significa que: D — d = 8.5, de donde,

8t— (10 + 6t) = 8.5 = 8t — 10 — 6t = 8.5 = 2t — 10 = 8.5 = t= (8.5 + 10) / 2 = 9.25 seg. Por
tanto, exactamente a los 9.25 seg. de iniciada la carrera el atleta va ganando la carrera por 8.5
metros de ventaja.

Problema 3 (de numerologia y detectives). ;Eres capaz de encontrar tres ntimeros enteros con-
secutivos tales que su suma sea 42? jInténtalo primero tu solo, o con tus companeros, antes de ver las
diferentes vias de solucién mostradas a continuacion!

Suponiendo que el nimero mds pequeno de los buscados es el 10, en consecuencia los que siguen son
11 y 12, pero como 10 + 11 + 12 = 33 < 42, entonces debemos probar con otro nimero inicial mayor.
:Cudl numero sugieres?

Sea 14 el nuevo numero, por tanto los consecutivos que le siguen son 15 y 16, pero
14+ 15 +16 =45 > 42.

De donde, como la suma de los nimeros excede en tres unidades a 42, se infiere que los nimeros busca-
dos son menores que los propuestos.



Resulta facil ahora encontrar los nimeros, pues basta con restarle la unidad a cada uno de los nu-
meros anteriores que fueron propuestos como posible solucién para que la suma sea exactamente 42.
Finalmente, pues, se encuentra que los nimeros buscados son 13, 14y 15, ya que 13 + 14 + 15 = 42.

Como los nimeros buscados son consecutivos, otra forma de pensar y resolver este problema es con-
siderar que estos forman un progresion aritmética y suponer que k es el numero del medio, o sea que:
(k-1) + k+ (k+1) = 3k = 42. Por tanto, el nimero k es el entero que multiplicado por 3 da como resul-
tado 42, y este es el 14. De donde, los niimeros buscados son 13, 14 y 15, pues 13 + 14 + 15 = 42.

Sean g, b, c los nimeros enteros buscados, entonces a + b + ¢ = 42 . Y como son consecutivos entre si,
entonces también los podemos representar por:

a=x,b=x+1,c=x+2

De donde, se puede plantear la ecuacion:
x+ (x+1) + (x+2) =42.
Cuya solucién es:
x+x+1+x+2=42 = 3x=39 = x=39/3=13
Por tanto: a = 13 b=13+1=14 c=13+2=1S5
Comprobacion: 13+14+15=42 42 =42

Respuesta: Por tanto los numeros buscados son 13, 14 y 18.

Evaluacion breve de los métodos: si haces una comparacion de los métodos anteriores usados, tal
vez pienses que resolver problemas mediante la formulacién y resolucién de una ecuacion es con mucho
mds complicado, sin embargo, aunque tal vez puedas tener razén para estos problemas en particular, en
realidad el método de modelacion a través de ecuaciones resulta mas conveniente cuando los problemas
resultan mas complejos. Es por esto que se justifica el gran esfuerzo que requiere su aprendizaje.

Por ejemplo, y para convencerte de lo anterior, intenta resolver sin, y con, ecuaciones los siguientes
problemas:

Problema 4 (de compras). El Sr. Martinez compré un automévil de agencia en $146,000.00. Si
dicho costo incluye un 14.5 % de impuesto, ;Cual era el precio del automévil sin agregar el impuesto?

Problema S (de comercio). Un comerciante vende dos clases de frijoles, el primero de $6.00 el kilo
y el segundo de $7.20 el kilo. ; Cudntos kilos hay que poner de cada clase de frijol para obtener 60 kilos
de mezcla a $7.00 el kilo?



Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Resuelve individualmente o en equipo, y por cualquier método, los siguientes ejercicios y/o proble-
mas, y si te es posible encuentra un modelo matematico (ecuacién) que te facilite su resolucién. Ade-
mas, compara la eficacia de tu método de resolucién con los encontrados por los demds companeros
y companeras.

Al)

A2)
A3)
A4)
AS)
A6)
A7)

A8)

A9)

Determinar el valor de k (k € N) en cada uno de los siguientes casos para que la igualdad
sea verdadera:

a) 9k x96=98; k= b) (86)k=815; k=

Determinar tres enteros consecutivos tales que su suma sea 72.

Determinar 3 numeros enteros consecutivos impares tales que su suma sea 69.
:Cual es el nimero que al aumentar en 20 se triplica?

:Coémo se pagaria una deuda de $700 con 52 monedas, unas de $20 y otras de $10?
:Cuanto mide el lado de un cuadrado cuyo perimetro es igual a 70 metros?

Una granja tiene cerdos y gallinas, en total hay 35 cabezas y 116 patas. ;Cudntos cerdos y
gallinas hay?

Trabajando juntos, dos obreros tardan en hacer un trabajo 14 horas. ;Cudnto tiempo tarda-
ran en hacerlo por separado si uno es el doble de rapido que el otro?

Dos amigos van a jugar al Casino con $84,000 en total. Cuando el primero de ellos pierde
$16,000 y el segundo gana $20,000, quedan con la misma cantidad de dinero. ;Con qué
cantidad iniciaron jugando cada uno?

A10) Un tren sale de una estacién A para otra estacién B con una velocidad de 45km/h. Una hora

después sale otro tren del mismo punto y en la misma direccién que el anterior, con una ve-
locidad de 50 km/h. Suponiendo que B esta suficientemente lejos de A, ;dentro de cudnto
tiempo y a qué distancia de A alcanzard el segundo tren al primero?

All) Un ladrén un cesto de naranjas del mercado robé y por entre la gente al campo escapd; al

saltar una cerca, la mitad mds media naranjas perdid; perseguido después por un perro, la
mitad menos media naranjas abandon¢; y luego tropezé en una cuerda, y la mitad mas me-
dia naranjas desparramd; ya en su guarida a salvo, dos docenas de naranjas guardé. ; Cudn-
tas naranjas rob¢ el ladrén?

Al resolver los problemas anteriores, posiblemente, obtuviste algunas igualdades o ecuaciones (modelos
matemdticos) como las siguientes:

4w="70

y+20=3y x+y=10 2x+1=2x? x+ (x+2)+(x+4)=69 xig:%

X

SOx=45+45x  x+(x+1)+(x+2)=72  20x+ 10(52 —x)= 700



De ahi que una ecuacién pueda ser conceptualizada como un modelo matemadtico que se origina
en la representacion simbolica de una problematica real. Asi, la ecuacion y + 20= 3y sirve para modelar
matematicamente la cuestion ;Cudl es el nimero que, al aumentar en 20, se triplica?

Por supuesto que una ecuacién también puede ser conceptualizada como una igualdad entre dos
expresiones algebraicas, donde la expresion que se antepone al signo “=" se llama el primer miembro
de la ecuacién o miembro izquierdo (M.L), y la expresion que sigue al signo “=” se llama el segundo
miembro de la ecuacién o miembro derecho (M.D.). Asi, en la ecuacion x + (x +1) + (x +2)= 72, el
primer miembro es x + (x +1) + (x + 2) y el segundo miembro es 72.

Siambos miembros de una ecuacién son polinomios reducidos o simplificados, se llama grado dela
ecuacion al mayor de los grados de estos polinomios, o al grado comun de los mismos en caso de que
estos polinomios sean del mismo grado y de que los términos que determinan el grado sean diferentes.
De donde, la ecuacioén y + 20 = 3y es de primer grado, mientras que la ecuacion 2x + 1= 2x? es de segun-

do grado.

Nota: En esta unidad s6lo nos ocuparemos de la resolucion de ecuaciones de primer grado o lineales
y de los problemas que conducen al planteamiento y resolucion de ecuaciones de este tipo. En la unidad
cuatro nos ocuparemos de la resolucion de ecuaciones de segundo grado.

Las variables que intervienen en las ecuaciones reciben el nombre de incégnitas, y los valores que
pueden tomar estdn generalmente restringidos a un dominio o sistema numérico. Todos los nimeros
del dominio dado, que al hacer la sustitucién convierten a la ecuaciéon dada en una igualdad numérica
(donde ambos miembros de la igualdad planteada adquieren el mismo valor numérico), se denominan
soluciones o raices de la ecuacién. El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion se denomina
también conjunto solucion.

Resolver, por tanto, una ecuacién es hallar su conjunto solucién. Asi, pues, resolver una ecuacion
consiste en determinar, dentro del dominio de la variable, los nimeros que al sustituirse por la variable
transforman la igualdad algebraica en una igualdad numérica.

Asi, como ejemplos de ecuaciones con una sola incognita, tenemos las ecuaciones S0x= 45 +45x

y %=% , donde la primera ecuacién solamente se satisface para x = 9 mientras que la segunda sélo
x
se cumple para x = 3.

Las ecuaciones pueden tener mas de una incognita, por ejemplo la ecuacién x + y= 10 tiene dos
incognitas y solamente la satisfacen aquellos nimeros cuya suma algebraica sea 10, por ejemplo: x = 1,
y=9%x=14,y=-4;x=-2,y=12;x=0.5,y=9.5, etcétera. De hecho hay una infinidad de valores
que satisfacen esta tercera ecuacion, pero no todo par de valores la satisface; por ejemplo, para x = 1,
y = 9.5 laigualdad no se cumple.

El conjunto solucién de una ecuacion puede ser finito o infinito. Recibe el nombre de ecuacién de-
terminada la que tiene un namero finito de soluciones. Es ecuacion indeterminada toda ecuacién con
infinitas raices, tal es el caso por ejemplo de:

x—y=2 algunas soluciones: x=2, y=0; x=3, y=1;..
Ejemplos ﬁ =1 conjunto solucidn: xeR, x>0
Xo=-1 conjunto solucidn: xeR, x<0



% =1 conjunto solucidn: xeR, x#0

Antes de continuar insistiremos en la necesidad de considerar el dominio de las variables o incog-
nitas para determinar el conjunto solucién de una ecuacion, sean por ejemplo las siguientes ecuaciones:

No tiene solucién en el conjunto de los nimeros naturales, en el con-

2x=-6 . ] .,
_ junto de los nimeros enteros x = -3 es la solucién.
Ejemplos ) ) )
x| = 4 Tiene como soluciones x = 4 y x = —4 en Z, pero, en el conjunto de
los ndmeros naturales x = 4 es la solucion dnica.
2 4x—2=0 Tiene como soluciones x = =2 y x = 1 en Z, pero, en el conjunto de

los nimeros naturales x = 1 es la tinica solucidn.

Tiene como soluciones x = 0.5 y x = —6 en (, pero, en el conjunto Z,
x2+5.5x-3=0 x=-6eslasolucién dnica y en el conjunto de los nimeros naturales
no tiene solucidn.

Hay ecuaciones tales como:

2x+3y=3y + 2x 2(x+1)+3(-4+x) Sx— 10 —x21+—5xg11:x+2

que se verifican cualesquiera sean los valores numéricos que se atribuyan a cada una de las variables
o incdgnitas, ellas reciben el nombre de identidades. Obsérvese que una identidad puede considerarse
como un caso particular de ecuacién indeterminada.

En algunos casos es conveniente destacar que una igualdad es una identidad, se utiliza entonces, en
sustitucion del signo de igual, el signo = que se lee “idéntico "

Asipuede escribirse:a+b=b+a ; x+y+z=ux+(y+2z).
Ecuacién imposible es aquella que carece de solucidn, sean por ejemplo:
x+1=x , || = -3 , Tx-3=T7x+4

Hay que enfatizar que la clasificacién de determinada, indeterminada o imposible dada a una ecua-
cién es con respecto a un cierto dominio numeérico, como se pudo apreciar en ejemplos anteriores.
Asi, pues, el hecho de que una ecuacién sea o no resoluble, no depende sélo de la ecuacién en si, esto
depende también del dominio de las variables. En lo adelante, si no se hace referencia en las ecuaciones
aun dominio para las variables, entonces debe considerarse como tal al conjunto de los nimeros reales.

Ya que una ecuacién es una igualdad entre dos expresiones que contienen variables, es muy importan-
te para la resolucion de ecuaciones precisar y recordar las siguientes propiedades fundamentales de la

igualdad.



Suponiendo que 4, b, ¢, son nimeros reales, variables o expresiones algebraicas, en las igualdades se
cumplen las siguientes propiedades:

1. Reflexiva: a=a

2. Simétrica: sia=b, entonces b=a

3. Transitiva: sia=b y b=c¢, entonces a=c

4. Principio de sustitucion: Si a=b, entoncesa+c=b+c y ac=bc

Dos consecuencias importantes del principio de sustitucion son las reglas inversas de estas dos re-
glas, que son las leyes de cancelacién para la suma y la multiplicacién.

1. Sia+c=b+c¢, entonces a=b (Se resta ¢ a ambos miembros)

2. Siac=bcyc#0, entonces a=b (Se divideambos miembros por c)

Estas propiedades de la igualdad junto a las propiedades basicas de los nimeros reales estudiadas en
Matemiticas I se utilizardn a continuacion para resolver ecuaciones.

Toda ecuacién lineal o de primer grado con una incdgnita es de la forma bésica o estdndar:
ax+b=0 ; aybeR 'y a=0
O se puede reducir a esta forma aplicando transformaciones algebraicas.

Las siguientes ecuaciones son ejemplos de ecuaciones lineales o de primer grado con una incégnita:

a)2x+7=0 b) 3x-10=0 ) y+20=3y d) %:xw
e) x2+2x+ 5 =ux2+4x - 21 f)%—lz%

Asi, de las ecuaciones anteriores las dos primeras estan en la forma basica, mientras que las restantes
no lo estin pero pueden reducirse a dicha forma, por lo cual todas son lineales o de primer grado con
una incognita.

Las soluciones de algunas ecuaciones lineales son inmediatas pero otras no. Por ejemplo en las ecua-
ciones de primer grado: x + 8 = 10 y 3x — 4 = 0.6 (x + S), resulta ficil determinar por simple inspeccién
que la solucién de la primera ecuacidn es x = 2, en tanto que resulta mucho mds complicado determinar
en lo inmediato la solucion de la segunda ecuacién.

De donde, pues, es necesario disponer de principios y procedimientos para resolver una ecuacion
cuya solucién no sea inmediata; con otras palabras, como debe procederse para saber si la ecuacién
tiene o no soluciones y si las tiene, de qué manera pueden calcularse.

En este sentido, para comenzar la construccién y descubrimiento de dicho procedimiento o algo-
ritmo de resolucién es necesario primero conceptualizar y definir las ecuaciones y transformaciones
equivalentes. Se dice que dos ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas soluciones, es decir,
si toda solucion de una de ellas lo es también de la otra y reciprocamente.



Ecuaciones equivalentes:

_ 2x=-6 y 3+x=0
Ejemplo ;s . . : a1 y
puesto que la tinica solucién (x = -3) de la primera ecuacién es también la tnica solucién

de la segunda; en cambio, ninguna de las ecuaciones anteriores es equivalente a: |x| = 3
porque esta ecuacion tiene, ademas de la solucién comun x = -3, laraiz x = 3.

De hecho, como se estudiara en el préximo apartado, para resolver una ecuacién se efectan en ésta
sucesivas transformaciones hasta lograr una ecuacion equivalente y de solucién inmediata. Las trans-
formaciones que conducen a ecuaciones equivalentes a las dadas, se llaman transformaciones equiva-
lentes.

Son transformaciones equivalentes las siguientes:
1) Sise intercambian los miembros de una ecuacién dada, se obtiene una ecuacién equiva-
lente.

Ejemplo | 7=x+3 = (esequivalentea) x+3=7

2) Sien una ecuacién se efectiian las operaciones indicadas en cada uno de sus miembros, se
obtiene una ecuacion equivalente.

Ejemplo | 3x+x=2(x+1) i 4x=2x+2

Asi pues, silos miembros de una ecuacion a resolver no estin ambos en forma polinomial por tener
operaciones indicadas o signos de agrupacion, se comienza por reducirlos a esta forma siguiendo el
orden de las operaciones o el procedimiento para eliminar estos signos.

3) Sise suma o resta a los dos miembros de una ecuacién un mismo niimero o una misma
expresion algebraica entera (donde la variable no puede aparecer en un denominador), se
obtiene una ecuacion equivalente.

Tx+4=2-x < 7x+4+9%x=2-x+% < 16x+4=2+8x
Ejemplos | 3x-10=x < 3x-10+10=x+10 &S 3x=x+10

Sx=16+x < Sx—-x=16+x-x & 4x =16
2x+S5S=x-8 & 2x+5-5=x-8-5 < 2x=x—13
2x=x-13 & 2x—x=x-13-x & x=-13

Una consecuencia muy util de esta transformacion es la siguiente regla de transposicion de térmi-
nos:

Si en una ecuacion se suprime un término en uno de sus miembros y se suma al otro
miembro el opuesto del término suprimido, se obtiene una ecuacién equivalente.

Esta regla ya nos permite resolver algunas ecuaciones de primer grado sencillas como la siguiente:
2x+S5=x-8.



Si se transpone o pasa 5 al segundo miembro, es decir, se suprime el término S en el primer miembro
y se suma -5 al segundo miembro, se tiene la ecuacion equivalente:

2x+S5=x-8 & 2x=x-8-95
y realizando las operaciones indicadas en el segundo miembro se obtiene:
< 2x=x-13

Y si ahora se transpone o pasa x al primer miembro, es decir, se suprime el término x en el segundo
miembro y se suma — x al primer miembro, se tiene la ecuacién equivalente:

2x-x=-13
Y realizando las operaciones en el primer miembro se obtiene finalmente la ecuacién equivalente
que muestra la solucién o raiz de la ecuacion original:
< x=-13

Una consecuencia de lo anterior es que: si en una ecuacion se suprime un mismo término en ambos
miembros se obtiene una ecuacion equivalente. Asi, por ejemplo, son equivalentes:

2x-8=3(x+1)-8 vy 2x=3(x+1)
4(x+2)-3+20=2(x-3)+2x-5 y  4(x+2)-3=2(x-3)-5

4) Sienuna ecuacién se multiplican o dividen ambos miembros por un mismo nimero dife-
rente de cero, se obtiene una ecuacién equivalente.

Asienlaecuacion 3x = x + 2 al multiplicar o dividir sus miembros por 3 se obtienen respectivamente
las ecuaciones equivalentes:

x+2
3

Es importante destacar la siguiente consecuencia de esta transformacién que constituye la llamada
regla de transposicion de factores o divisores:

3x=x+2 & Ix=3x+6 & x=

Si en una ecuacion se suprime un nimero que es factor (o divisor) de todo un miem-
bro, y se divide (o multiplica) al otro miembro por el nimero suprimido, se obtiene una
ecuacion equivalente.

S 2rkloxe3 & 2w+l=4(x+3) < 2x+1l=4x+12
jemplo
-3(x+7)=9%+21 < x+7:% & x+7=-3x-7

:Por qué en la ecuacién % + 1 =3 esincorrecto “trasponer” el divisor 2 de esta manera: x + 1= (3)
(2) ?y ;Cudl es la manera correcta de hacerse?

Cuando los términos de una ecuacién a resolver tienen divisores, suele ser practico como primer
paso a dar, eliminar o suprimir dichos divisores, es decir, encontrar una ecuacién equivalente cuyos
términos carezcan de divisores. Para ello se multiplican ambos miembros de la ecuacién por un multi-
plo comtin (el més conveniente es el m.c.m) de los divisores de los términos.

Por ejemplo, en la ecuacién £ -1 = % se multiplica por 18 (m.c.m de 9y 6) y se obtiene la ecuacién

9

equivalente sin denominadores: 2x — 18 = 185.



En resumen: Resolver una ecuacion es llevarla paso a paso, aplicando transformaciones equivalen-
tes, hasta la forma x = ¢, cuando esto ocurre se dice que se ha despejado la incégnita y ¢ es la solucién
de la ecuacion. De modo que, despejar la incognita y resolver la ecuacion son expresiones equivalentes.
Por ultimo, se recomienda siempre realizar la comprobacién de las soluciones obtenidas.

Con las transformaciones equivalentes y las reglas de transposicion de términos estamos ahora en
condiciones de resolver ecuaciones de primer grado aplicando convenientemente en forma sucesiva
dichas transformaciones equivalentes.

A continuacion resolveremos algunas ecuaciones en las que habrd que aplicarse los procedimientos
algebraicos estudiados y que conducen a ecuaciones lineales o de primer grado con una incégnita.

Resolver la ecuacién: x + 6 =4
Ejemplo | Resolucién:

Se resta 6 en ambos términos de la ecuacién (lo cual es equivalente a transponer el 6 al
segundo miembro de la ecuacién)

x+6=4 & x+6-6=4-6 & x=-2

+6 <9
otambién como:x+6=4 <& x=4-6=-2

Resolver la ecuacién: y -2 =7
Ejemplo | Resolucién:

Se suma 2 en ambos términos de la ecuacién (lo cual es equivalente a transponer el - 2 al
segundo miembro de la ecuacién)

y-2=7 & y-2+2=7+2 & y=9

) 2
otambién como:y-2=7 <& y=7+2=9

Resolver la ecuacién: 3x -2 =7

Ejemplo
jemp Resolucion:

Primero se suma 2 en ambos términos de la ecuacién y después se dividen entre 3 los tér-
minos de la ecuacién equivalente que resulta.

38-2=7 & 3x-242=7+2 & =9 < ¥=I o x=3
Por transportacion de términos el proceso seria:

-2 +2
3x—2=7 < 3x=7+42=9 o x=%=3
3: .
<3



Ejemplo | Resolver la ecuacién: %— 2=7

Resolucidn:

Primero se suma 2 en ambos términos de la ecuacion y después se multiplican por 3 los términos de
la ecuacién equivalente que resulta.

%—2:7 = %—2+2=7+2 =S §=9 S (%](3)=(9)(3) & x=27

Por transportacion de términos el proceso seria:
_ N

%—2:7 & §=7+2:9 < x=(3)(9)=27
+3 3

Otra forma de resolver esta ecuacion serfa: primero multiplicar ambos miembros de la ecuacién por
el m.c.m de los denominadores, que es 3, y después transponer el término numeérico que resulta en el
miembro izquierdo:

£-2-7 o (3)(%—2]:(3)(7) @%—6:21 o x=21+6=27

Ejemplo | Resolverla ecuacién: x (x+2) + 5= (x+7)(x - 3)

Resolucion:
Para resolver esta ecuacion se efectian primeramente las multiplicaciones indicadas en cada miem-
bro: < X2 +2x+5=x2+4x-21
Después se suprimen los términos que estdn en cada miembro:
& 2+ 5= 4x-21

Ahora se traspone el término S al segundo miembro y el término 4x al primer miembro (asi la varia-
ble aparece sélo en el primer miembro de la ecuacion):

S 2x-4x=-21-5 (enseguida se reducen los términos semejantes)
& -2x=-26 (enseguida se traspasa el factor — 2)
Sx=-26/-2 (finalmente se calcula el cociente)

Sx=13 (y se obtiene la posible solucién)

Nota: En los ejemplos anteriores no se ha comprobado que las soluciones obtenidas sean las correc-
tas, sin embargo, para estar seguros de que la solucion obtenida es la correcta se puede hacer la compro-
bacidn. Para esto se sustituye el valor de x en ambos miembros de la ecuacion original y se realizan las
operaciones indicadas para ver si coinciden los valores numéricos de ambos miembros, en caso afirma-
tivo el valor de x encontrado serd la solucion de la ecuacién. Para este ejemplo la comprobacién sera:

ML: 13(13+2)+5=(13) (15) +5=195+5=200
M.D.: (13+7)(13-3)=(20) (10) =200

Por tanto, como M.I. = M.D., entonces, x = 13 es la solucién.



Resolver la ecuacion: 9x — (Sx —2) —x =8 + (4 — 2x)
Ejemplo | Resolucién: Comprobacién:

Se eliminan los paréntesis aplicando el ~ M.L: (9)(2) - [(5)(2) -2] 2=18-8-2=38
procedimiento estudiado, obtenemos: ~ M.D.:8+[4-(2)(2)]=8+0= 8

Ox —Sx+2 —x=8 + 4 —2x .. lasolucién es: x =2

3x+2 =12 -2«
3x+2x=12-2
Sx=10
x=10/85

x=2

Resolver la ecuacion: (2x+1)(x —4) + 13 = 2x2 — 10x

Ejemplo | Resolucidn: Comprobacién:
Primero hay que calcular el producto M.IL =MD
indicado (2 (=3) +1)(=3-4) + 13 =2 (~=3)2-10(=3)
2x2 —8x+x—4+13=2x2—10x (=5)(=7) +13=(2)(9)+30
2x2—T7x+9 =2x% - 10x 35+13=18+30
- 7x+9=-10x 48 =48
—7x+10x=-9 Sox=-3
3x=-9
x=-3

Resolver la ecuacién: 3x — [2(x + 5)— 4] = 7x

Ejemplo | Resolucion: Comprobacién:
Primero se eliminan los signos de MIL =MD
agrupacién y luego se resuelve la 3(-1)-2[2(-1+5)-4]=7(-1)
ecuacion resultante. -3-[2-4-4]=-7
-3-[8-4]=-7

3x—[2(x+5)-4]=7x

3x—2x— 10+ 4= 7x —3-4=-7
x—6="T7x —7=-7
x-7x=6 x=-1
—-6x=6
x=-1

En resumen:

Una ecuacién de primer grado con una incégnita es una ecuacion que puede ser reducida ala
forma o modelo:

ax+b=0 (a,beNR ; az0)
b

y cuya solucién tnica es:ax+b=0 = ax=-b = x= -



Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Resuelve las ecuaciones siguientes, y comprueba la solucién

a)2x—(1-6x) =15 b) 9-(2m-3)=20-4m
An+(n+7)=27-2n d)7p+(7-p)-(p+22)=0
e)4+(y+3) =2y—(Sy-27) f) 2w-8=3(w-2)+w

g) (v+7)-2v=5v-(3v-4) h) 6(r +10) + 3(2r—-7) = - 45
i)8t+4(t—2)=-2-6(2t+9) i) (x+5)(x-1) =

A2) Resuelve, o despeja la incdgnita en, las ecuaciones siguientes:

a) x—(8x—69) + (6x—50)=2x— (x-5) 15

b)Sx—-6=4(x—1)+x c)9x—(2x-3)=3(x+1) +4x
d)2y2+(—y+8)=(2y+3)(y-4) e)3w2—(w-5)(w-3)=3uw?+1
f)2145_—7+L211:_4 g)2x—{3+[4x—(S+5x)+2x]} =11

En este apartado se veran problemas cuyo planteo y resolucién conducen a ecuaciones de primer grado
con una incdgnita. La resolucion de estos problemas no siempre es ficil y se requiere, por ende, de mu-
cha préctica y, sobre todo, de actitudes positivas respecto a los problemas, ademds de conocimientos y
competencias en el uso de estrategias generales y particulares de resolucion.

Con relacidn a las actitudes positivas requeridas para enfrentar y aprender eficazmente la resolucion
de problemas matemiticos en particular, y de la vida en general, te recomendamos una practica escolar
cotidiana. Recuerda siempre que la actitud con que enfrentas la resolucion de un problema juega un
papel importante en los resultados que obtengas.

Por ejemplo, si tienes curiosidad, disposicion de aprender, gusto por los desafios, confianza en ti mis-
mo, eres paciente y constante, estds ansioso por resolverlo y, ademds, tus condiciones fisicas o de salud
son las 6ptimas, es casi seguro que tendras éxito en su resolucion, en cambio, si estas en una situacién
contraria a todo lo anterior, lo mas probable es que “fracases”.

La mayoria de los problemas matematicos escolares que enfrentards en este curso, y en los siguientes,
no requieren de muchos conocimientos para su resolucién. Sin embargo, si requieren de saber y poder
razonar correctamente, ademads de tranquilidad, confianza y, sobretodo, constancia en la accién.

Si en el proceso de resolucion te quedas atorado en algiin momento no abandones inmediatamente
el problema y no desistas ya que cada problema requiere su tiempo y tal vez la solucién ya casi estd a tu
alcance. Sin embargo, si ya has evaluado y valorado que el plan de resolucion del problema no te lleva
por buen camino, concéntrate mas en lo que estas haciendo y piensa en una nueva estrategia o en un
nuevo planteamiento o enfoque de resolucién del problema.

Como ya te habras dado cuenta, aprender a resolver problemas es una actividad mental compleja
que demanda de todas nuestras facultades mentales y fisicas. En general, este proceso de aprendizaje es



lento al principio, pero en la medida que se desarrolla y empieza a dar sus frutos proporciona grandes
habilidades y satisfacciones que te ayudardn a pensar mejor, y a ser mejor estudiante y persona.

Aun cuando no existen reglas que aseguren el éxito en la solucion de pro-
blemas, ni tampoco existe un camino unico para resolverlos, el siguiente | / LY
Plan Heuristico General de Resolucion de Problemas de George Polya ‘ - iﬁ
(1887-1985), te proporciona un plan de accién compuesto por una serie de

etapas metodoldgicas generales cuyas sugerencias de seguro te seran ttiles |
en la formulacién y resolucién de los mismos:

ETAPA 1. Comprende el problema: Lee una o varias veces el enunciado del problema, hasta estar
seguro de haber comprendido en qué consiste, o sea, hasta que tengas claro cuales son los datos, las
incognitas o las preguntas y las condicionantes de solucion. Para lograr esto y poder enfrentar con altas
posibilidades de éxito el problema es imprescindible que identifiques y discrimines bien la informacién
relevante de la irrelevante.

ETAPA 2. Elabora un plan de accién: Una vez comprendido bien el problema y teniendo identifi-
cados los datos, las incognitas y las condiciones, ha llegado el momento de seleccionar o elaborar una
estrategia que consideres adecuada para resolverlo. Para un buen plan de accion necesitas conocer y
practicar con un arsenal de estrategias, algunas de las cuales se presentan a continuacion:

E1l) Buscar semejanzas con otros problemas que hayas resuelto anteriormente....

E2) Hacer un dibujo o un esquema que muestre lo més relevante...

E3) Incorporar alguna incégnita o un trazo auxiliar...

E4) Elegir una buena notacién que te facilite establecer las relaciones y realizar los calculos...

ES) Trabajar mediante ensayo y error...

E6) Reducirlo complicado alo simple...

E7) Considerar casos particulares del problema...

E8) Estudiar todos los casos posibles...

E9) Aprovechar las simetrias...

E10) Trabajar hacia atr4s o de lo desconocido a lo conocido...

E1l) Trabajar mediante razonamiento indirecto o por reduccién al absurdo ...

E12) Usar técnicas generales, como el principio de Induccién Matemética o el Principio del Palo-
mar (si quieres repartir n palomas en menos de 7 cajas, entonces en alguna de las cajas tienes
que poner al menos dos palomas)

ETAPA 3. Desarrolla el plan de accion: Ya que tienes el plan de accién ahora tienes que llevarlo a
cabo. Trabaja la estrategia con decisién y no la abandones a la primera dificultad. Pero si ves que las cosas
se complican demasiado y que no te acercas para nada a la solucion, revisa tus ideas y los célculos rea-
lizados hasta este momento, y si es necesario vuelve al paso anterior e intenta con una nueva estrategia,
regularmente no se acierta al primer intento. Ya que tengas resultados o soluciones plausibles revisalos
criticamente y mediante estimaciones breves cerciérate de que has llegado a soluciones congruentes
con el enunciado del problema.

ETAPA 4. Verifica las soluciones, redacta las respuestas a las preguntas formuladas y, finalmente,
reflexiona retrospectivamente y autocriticamente sobre todo el proceso: ;Si has resuelto ya el proble-
ma..? {Felicidades! Sin embargo, verifica o comprueba bien de que hasllegado ala solucién correcta. No



son pocas las veces que creemos haber resuelto un problema y luego nos damos cuenta de que estamos
equivocados. Ya con las soluciones correctas, esfuérzate por redactar las respuestas a las preguntas, y de
todo el proceso de resolucion, de forma clara y ordenada, tal que pueda ser comprendida con facilidad
por tu maestro(a) o compaiiero(a)s.

Por otro lado, si has pasado un largo rato intentdndolo con ganas y sumo interés, y has acabado por
no resolverlo, también en este caso jFelicidades! A veces se aprende mucho més de los problemas no
resueltos, que de los que se resuelven ficilmente. Descansar acaso debas ... Ya después seguro que lo
intentards de nuevo. También en este caso, hacer una redaccién describiendo el proceso que has seguido
te ayudara a mejorar.

Por ultimo, antes de abandonar el problema, sicale el maximo provecho al proceso de aprendizaje
qué has vivido, y que tanto te ha costado. Para ello has una reflexion metacognitiva y un anélisis retros-
pectivo global sobre los aciertos y errores. Una buena estrategia es que te formules y contestes preguntas
como las siguientes: ;Cémo he llegado a la solucién? ;Por qué funciond la estrategia? ;Qué me hizo
seleccionar la estrategia correcta? ;Se puede resolver de otro modo mas directo y sencillo? ;O, por qué
no he llegado a la solucién? ;Si empecé bien al principio, dénde y por qué me equivoqué? ;Por qué no
pensé en esta otra estrategia? ;Qué es lo que me oriento al escoger la estrategia equivocada?

La reflexion critica repetida en torno a estos cuestionamientos te permitird revisar el proceso de re-
solucién del problema desde un principio tratando de comprender bien no sélo qué funciona y por qué
funciona, sino también, lo que no funciona. Ademds, te familiarizara conscientemente con el método o
estrategia de resolucién, a fin de que puedas utilizarlo en problemas andlogos futuros. Y también, esto
es lo mds importante, tomards conciencia sobre tus propios procesos de pensamiento y estilo de apren-
dizaje, asi como de tus gustos, potencialidades y limitaciones lo que redundara en el futuro en un mayor
autoconocimiento y desarrollo personal e intelectual.

A continuacién ilustramos con un problema particular la aplicacién de algunas de las ideas anteriores

U

Para cercar un terreno rectangular con tres vueltas de alambre se utilizan 1530 metros. Determinar la
superficie del terreno, si se sabe que el largo mide el doble que el ancho.

Problema (ilustrativo) 1

Proceso de resolucion:

Fase 1. Comprender el problema: después de hacer una lectura de comprensién del problema, es
claro que la incégnita principal es la superficie o drea del terreno mientras que los datos son: el triple
del perimetro del terreno, o sea 1530 metros, y ademds de que el largo del terreno es igual al doble del
ancho. Podemos visualizar o representar graficamente la situacién planteada con el siguiente dibujo
0 esquema:

\
l-‘i’!

£ Ancho

Largo



Fase 2. Elaborar un plan de resolucién o accién: Esto implica definir la o las incognitas. Por ejem-
plo: sillamamos “x” al ancho del terreno, y como el largo mide el doble que el ancho, entonces el largo
debe quedar determinado por “2x”. También implica llegar a determinar cual o cudles son las relaciones
y operaciones matemiticas y la estrategia necesaria para resolver el problema. La estrategia en este caso
es simple y directa: usaremos la féormula para calcular el perimetro del rectangulo en funcién de sus
lados de tal manera que, con el dato y las incognitas sustituidas en ella, obtengamos de ahi la ecuacion
que nos relacione los datos con las incognitas. Posteriormente resolvemos la ecuacién para conocer las

incégnitas secundarias (lado y ancho) de donde calcularemos la superficie del terreno.

Fase 3. Desarrollar el plan: esto es, relacionar los datos (del perimetro) y las incégnitas en torno a la
férmula del perimetro para plantear la ecuacion resultante, asi como, realizar las operaciones necesarias
para resolverla. En este caso:

® Una vuelta de alambre equivale a un perimetro del rectingulo y resulta de sumar dos anchos (x)

y dos largos (2x), o sea: n
Perimetro: x + x + 2x + 2x = 6x e
%"é‘:"

®» Por lo tanto tres vueltas de alambre equivalen a: (3) (6x) = 18
® Y esta longitud total de alambre, 18x, equivale al dato dado en el problema, o sea: 18x = 1530
m, de donde: x = 1530/18 = 85 m.

Fase 4. Verificar los resultados, dar respuesta a la pregunta y reflexionar sobre el proceso de resolu-
cion: Recordemos que “x” representa el ancho del terreno, y “2x” el largo, por lo tanto las dimensiones
del terreno serfan “8S metros de ancho y 170 metros de largo”, ya que (comprobacién): (3)[(2)(8S) +

(2)(170)] = 1530. Se concluye que el valor x = 85 es correcto.

Por tanto, ya que la pregunta del problema es sobre la extension de la superficie del terreno, con las

dimensiones ya determinadas la calculamos: =
Superficie o 4rea del terreno = (85 m) (170 m) 4 f;,”-__;?

'ru;;l'_}i

= 14, 450 m? &

Finalmente, algunas reflexiones del proceso de resolucion: en realidad este problema fue relativa-
mente sencillo de resolver y se llegd pronto y en forma directa a la solucién, sin embargo, no hay que
olvidar que regularmente no sucede asi. Por lo cual serfa bueno que te formularas y respondieras pre-
guntas como las siguientes: ;Como se llegé a la solucién? ;Por qué funciono la estrategia? ;Se podra
resolver de otro modo mas directo y sencillo utilizando otra estrategia?

Nota: en los problemas resueltos siguientes las diversas etapas del proceso de resolucion estan de
forma implicita, por lo que seria bueno que hicieras el esfuerzo de explicitarlas en la medida que vas
siguiendo dicho proceso.

2) Un automévil partié desde Culiacan (205 km. al norte de Mazatldn) hacia Los Mochis, con una
velocidad promedio de 80 km/h. Determina: a) La ecuacién general de su desplazamiento, b)
:A qué distancia de Mazatldn se encuentra luego de una hora y media de viaje? y c) ;Cuénto
tiempo demora en llegar a Los Mochis, ciudad que se encuentra a 415 km. de Mazatldn?

Resolucion:

a) De la fisica y geometria del problema consideramos que se trata de un movimiento rectilineo
uniforme donde la distancia o posicién final d (respecto a Mazatldn) en que se encuentra el
automévil después de desplazarse durante un tiempo , partiendo de una posicién d,y(= 205) y



con una velocidad (o rapidez) promedio v,(= 80) viene
dada en general por la ecuacién: d =d,, + v, - t. Por tanto,
la ecuacion general de movimiento es: d =205 + 80 - t
b) Por tanto, después de hora y media de viaje estd a: d =
205 + (80) (1.5) =325 km. de Mazatlan. (Respuesta)
c) Cuando llega a Los Mochis d = 415, por tanto, 415 =
205+ 80 - t; de donde, el tiempo transcurrido fue de:
t= (415 —205)/80 = 2.625 horas de viaje. (Respuesta)

3) Un autobts sale de una ciudad A para otra ciudad B con una velocidad promedio de 80 km/h.
Una hora después sale otro autobus de la misma ciudad A y en la misma direccién y destino que
el anterior, con una velocidad promedio de 90 km/h. ;Dentro de cudnto tiempo y a qué distan-
cia de la ciudad A alcanzard el segundo autobus al primero?

Resolucion:
Tiempo (en horas) para el alcance:

Distancia recorrida por el primer autobus en t horas: d,= 80t

Distancia recorrida por el segundo autobus en t horas: d,= 90t

Cuando sali6 el segundo autobus (una hora después), el primero le llevaba 80 km de ventaja. Por
tanto el planteamiento y resolucién de la ecuacion es:

d,=80+d;, < 90t=80+80t < 10t=80 < t=8
Comprobacién: 90(8) =720 y 80+ 80(8) =720

Respuesta: El alcance serd 8 horas después de la salida del segundo autobus, y serd a una distancia
de 720 km de la ciudad A.

4) El Sr. Martinez compré un automévil de agencia en $146,000.00. Si dicho costo incluye un 14.5
% de impuesto, ;cudl era el precio del automoévil sin agregar el impuesto?

Resolucién:
Sea P el precio del automovil sin el impuesto e i el impuesto, por tanto:
P+i=$146,000.00 < P+ (P)(0.145)=146000

< 1.145P =146 000

< P=146000/1.145 =127 5109

Respuesta: El precio del automovil sin agregar el impuesto es $ 127,510.90.

S) Encontrar tres enteros consecutivos tales que su suma sea 72.
Resolucion:
Seana, b, ¢ enteros talesquea+b+c=72

Los designamos por:a=x, b=x+1,c=x+2



Planteamiento de la ecuacién: x + (x +1) + (x +2) =72

Solucién de la ecuacidén: x + x+ 1 +x+2=72

3x =69
x=69/3=23
Luego: a =23 b=23+1=24 c=23+2=25
Comprobacion: 234+24+25=72 72=72

Respuesta: Los numeros buscados son 23,24 y 25.

6) Encontrar 3 niimeros enteros consecutivos impares tales que su suma sea 69.
Resolucion:
Sean g, b, ¢ enteros impares tales que: a + b + ¢ = 69
Los designamos por: a=x,b=x+2,c=x+4

Planteamiento de la ecuacién: x + (x+2) + (x +4) = 69

Solucién de la ecuacion: x+x+2+x+4=69
3x+6=69

x=(69-6)/3
x=21

Luego:a=x=21, b=21+2=23, c=21+4=2§
Comprobacion: 21 + 23 + 25 =69

Respuesta: Los numeros son 21,23 y 28.

7) ¢Cuédl es el nimero que, al aumentar en 20, se triplica?
Resolucion:
Numero pedido: x
El nimero aumentado en 20: x + 20
El triple del nimero pedido: 3x
Planteamiento de la ecuacién: x + 20 = 3x
Solucidn de la ecuacidén: 20=2x < 20/2=x < 10=x < x=10
Comprobacién: 10 +20=3(10) 30=30

Respuesta: Elnumero es 10



8) ;Cémo se pagaria una deuda de $700 con 52 monedas, unas de $20 y otras de $10?

Resolucidn:

Numero de monedas de $20 : x
Nuamero de monedas de $10: 52 — x
Valor de las monedas de $20 : 20x

Valor de las monedas de $10 : 10(52 — x)

Planteamiento y resolucion de la ecuacién: 20x + 10(52 — x) = 700

< 20x+520-10x=700 < 10x=180 < «x=180/10=18

Comprobacién: 20(18) + 10(52 - 18) = 360 + 340 = 700

Respuesta: La deuda se pagaria con 18 monedas de $20 y 34 monedas de $10.

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Resolver los siguientes problemas que conducen al planteo y resolucién de ecuaciones de primer
grado con una incégnita.

Al)

A2)

A3)

A4)

AS)
A6)

A7)

A8)

Las calificaciones parciales de una alumna de Matematicas I, en una escala del 0 al 100, son
78,92, 85 y 80. ;Con qué resultado en su quinto examen parcial tendrd posibilidades de
obtener un promedio de 902

Una persona destiné una tercera parte de su salario mensual para comprar alimentos y la
mitad del salario para diversos pagos; si le quedaron $500.00 para ahorrar, ;Cudnto gana
mensualmente?

Repartir $3000.00 entre Arturo, Verdnica y Carlos, de tal manera que la parte de Verénica
sea el doble que la de Arturo, y la de Carlos sea el triple de la de Arturo. ;Cudnto le corres-
ponde a cada uno?

La edad de Enrique es la mitad de la de Pedro; la de Juan es el triple de la de Enrique, y la
de Eugenio es el doble de la de Juan. Silas cuatro edades suman 132 afios. ;Qué edad tiene
cada uno?

Un camién de volteo carga siempre 2 toneladas més de su capacidad normal y en 36 viajes
acarrea 252 toneladas de arena. ;Cudl es su capacidad normal?

Un comerciante dice: Silograra duplicar mi dinero y pagara $5,200.00 que debo, me queda-
rian $8,000.00. ;Cudnto dinero tiene el comerciante?

La renta producida por dos casas en un afio fue de $157,000.00. ;Cuél es la renta mensual
de cada una, si entre si difieren en $2,500.00 y la de renta mds alta estuvo desocupada 2
meses?

Calcular los tres dngulos de un tridngulo, sabiendo que el primero es el doble del segundo,
y el tercero mide 12° mas que el segundo. ; Cudnto mide cada dngulo?



A9) Un obrero tenia $20.00. Después de cobrar una semana (siete dias) de trabajo, gasta 2/3 de
su haber; pero diez dias después vuelve a recibir su salario y posee $426.00. ; Cudnto gana ese
obrero diariamente?

A10) El nimero de graduados de una preparatoria durante tres afios consecutivos fue de 420
alumnos. En el segundo ano se graduaron 40 alumnos mds que en el primer ano y en el ter-
cer afio tantos alumnos como los dos afos anteriores. ; Cudntos alumnos se graduaron cada
ano?

All) Un hacendado ha comprado doble nimero de pollos que de patos. Por cada pollo pagé
$70.00y por cada pato $85.00. Si el importe de la compra fue de $2,700.00. ; Cudntos pollos
y cudntos patos compré?

A12) Un capataz contrata un obrero por 50 dias pagdndole $3,000.00 por cada dia de trabajo con
la condicién de que por cada dia que el obrero deje de asistir al trabajo perderd $2,000.00.
Al cabo de los 50 dias, el obrero recibe $90,000.00. ; Cudntos dias trabaj6 y cuantos dias no
trabajo?

A13) Una torre de perforacién en el Golfo de México se coloca de manera que un quinto de su
altura estd en arena, 20 pies estdn en el agua y 2 tercios en el aire. ;Cudl es la altura total de
latorre?

A14) Un galgo persigue a una liebre que estd a 60 metros de distancia. Si el galgo recorre 6 m/segy
laliebre 4 m/seg, y suponiendo que ambos animales se mueven sobre una misma trayectoria
recta, ;Cudnto tardard el galgo en alcanzar ala liebre?

A15) Dosjévenes (Ay B) parten al mismo tiempo de dos poblaciones distintas caminando el uno
hacia el otro. Si B camina 1 km/h mds aprisa que A, entonces se encuentran al cabo de 6
horas. Sila velocidad de A aumenta hasta igualarse con la de B (la velocidad de B permanece
constante), entonces se encuentran al cabo de S ¥ horas. Calcular la distancia entre las dos
poblaciones.

A16) Una persona cercé un terreno rectangular de 60 metros de frente y 400 metros de perimetro
aun costo de $37,200.00. Si el costo de la cerca de frente fue $20.00 mayor por metro que el
costo de los otros tres lados. ;Cudl es el precio por metro en cada caso?

A17) Lalongitud de un campo rectangular excede a su ancho en 30 m. Si la longitud se disminuye
en 20 my el ancho se aumenta en 15 m el drea se disminuye en 150 m2. Hallar las dimensio-
nes del rectdngulo.

A18) ;Cudntos gramos de sal tenemos que agregar a 57 gramos de agua para obtener una solucién
con el 5% de sal?

A19) Una tienda que est4 liquidando sus mercancias anuncia que todos los precios fueron reba-
jados en un 30%. Si el precio de un articulo es de $186.00. ;Cuél era su precio antes de la
liquidacion?

A20) ;Cudl es el precio que un vendedor debe poner a un articulo que a él le cuesta $1,200.00,
para poder ofrecerlo con un descuento del 20% sobre el precio senalado y, todavia, ganar en
la operacién un 25% sobre el precio de venta?



En este apartado se resolveran ecuaciones que contienen fracciones algebraicas, es decir, donde la va-
riable aparece en los denominadores de las fracciones (al menos en uno de ellas); a estas ecuaciones
se les llaman ecuaciones fraccionarias. Se trata del caso de ecuaciones fraccionarias que conducen a
ecuaciones lineales o de primer grado. Por ejemplo, la ecuacién:

S,y x=4_4 esfraccionaria.
x  3x

En general, las ecuaciones fraccionarias se resuelven transforméndolas en ecuaciones enteras, para
lo que es necesario eliminar los denominadores. Para eliminar los denominadores en una ecuacién
fraccionaria se procede de la manera siguiente:

1) Sehalla el mcm de los denominadores.
2) Se multiplican ambos miembros de la ecuacién por el mem de los denominadores.

Resolver la ecuacién: 2 + £=4 =4 ; x=0
Ejemplo x o 3x

Resolucion:

Como el mem de los denominadores es 3x, se multiplican ambos miembros de la ecuacién
por 3x, de donde resulta la siguiente ecuacion entera:

3|2+ 2= =3x(4) =3x-2+3x- Xt =120 = 1S+x-4=12x =ax=1
x  3x X 3x

Ahora bien, la operacién que hemos efectuado de multiplicar ambos miembros por el mcm de los
denominadores, equivale a dividir el mcm de los denominadores por cada denominador y multiplicar
cada cociente por el numerador respectivo. Asi, en la ecuacion anterior resulta:

mcm: 3x ; 3x+x=3 ; 3x+3x=1 ; 3x+1=3x
Por tanto, multiplicando los numeradores por los factores de ampliacion:
3-5+1(x-4)=3x(4) = 1S+x-4=12«x

Nota: Es importante tener presente que cuando ambos miembros de una ecuacién fraccionaria se
multiplican por el mem de los denominadores, entonces se obtiene una ecuacion equivalente a la dada,
siempre que la solucion obtenida no anule algin denominador de la ecuacién original.

Resolver la ecuacion siguiente: x=3
Ejemplo x+1

wn|w

Resolucion:
Desde un inicio suponemos x # —1, puesto que anula un denominador.

Elmcm de los denominadores es S(x + 1). Dividiendo el mem S(x + 1) por cada denomi-
nador y multiplicando los numeradores por los factores de ampliacién, resulta:

S(x-3)=3(x+1)



Resolviendo esta ecuacion tenemos que:

Sx—-15=3x+3
Sx—-3x=15+3
2x =18
x=9
Comprobacién:
. 9-3_6_3 . .3 . - =
ML §=2=Ff=3 ;MD:% ; MI-MD. Luego: x =9
Resolver la ecuacion: ;+% =S
Ejemplo x 2x
Resolucion: Comprobacion:
El mem de los denominadores es (M.L) %+% = %3 (M.D) Luego: x =3
6xy ademads x = 0.
S_S
66
(6)(2) +x(1)=(3)(5)
12+%x=15
x=15-12=3
Resolver la ecuacion: —4— = 16
Ejemplo x-2 x-4

Resolucion:

Como a2 — 4= (x +2)(x - 2), luego el mcm es: (x + 2)(x —2). Al suprimir los denomina-
dores resulta:

4(x+2)=16

4x+8=16
4x =16 -8

4x =8

x=2

Como puedes observar, el valor x = 2 es solucién de la ecuacién transformada 4(x + 2) = 16. Sin
embargo, la ecuacién original no tiene sentido para x = 2 y x = -2 ya que al sustituir por estos valores se
anulan los denominadores y la divisién por cero no estéd definida.

En este caso, al suprimir los denominadores decimos que se ha introducido una raiz extrana, es
decir, un valor que es solucion de la ecuacion transformada, pero que no lo es de la ecuacién original.
Luego, la ecuacion original y la transformada no son equivalentes. Por tanto, la ecuacién original es im-
posible ya que no tiene solucién.



Ejemplo | Resolver la ecuacién: —— + —4 Sx

x — x-6 x2-T7x+6
Resolucidn:

Factorizando el trinomio x2 - 7x + 6 = (x — 1) (x - 6), luego el mcmees: (x—1)(x—6); ademésx # 1,
x # 6. Al suprimir los denominadores resulta:

3(x-6)+4(x-1) =5«
3x—18+4+4x—4=>5x

7x—-Sx=18+4
2x=22
x=11

Al comprobar en la ecuacién original obtenemos: M.I. = M.D. = % Luego: x=11

Nota: Para tener certeza de que una ecuacion estd correctamente resuelta ya se dijo que debe siem-

pre realizarse la comprobacién de la solucion hallada enla ecuacién original, esto es ain mds importante

en las ecuaciones fraccionarias, donde la ecuacién transformada corre mayor riesgo que en otros casos
de no ser equivalente a la ecuacién original.

Un obrero puede hacer un trabajo en 3 dias, mientras que otro obrero puede hacer el mis-

mo trabajo en S dias. ;En qué tiempo lo harén trabajando conjuntamente? (Entiéndase
dias como jornadas de trabajo diarias).

Ejemplo

Resolucion: Designemos a los dos obreros con A y B, respectivamente y consideremos como «x la
cantidad de dias que demoran en hacer el trabajo conjuntamente. Entonces:

Dias que demoran en hacer el trabajo

Parte del trabajo que hacen en un dia
A 3 1/3
B S 1/§
AyB x 1/x

Puesto que la parte que hace el obrero A en un dia més la parte que hace el obrero B en un dia es igual
ala parte del trabajo que hacen ambos en un dia, resulta la ecuacién:

1/3+1/5=1/x (Suprimiendo los denominadores se tiene)
Sx+3x=15 = 8x=1§

Y

. x=15/8 (dias trabajando en conjunto)

Comprobacién: sumando las partes del trabajo que hacen en un dia cada uno por separado se tiene:
1/3 +1/5 = 8/15. Mientras que la parte del trabajo que hacen en un dia conjuntamente es: % = % Ya

8
que son iguales los resultados, se concluye que el trabajo lo terminardn conjuntamente en: 1 dia, mas
7/8 de otro dia.



La velocidad de la corriente de un rio es 3 km/h. Un bote tarda el mismo tiempo en nave-
Ejemplo | gar 8 km a favor de la corriente que en navegar 5 km en contra de la corriente. ;Cudl es la
velocidad del bote en agua tranquila?

Resolucion: Suponiendo que el bote navega con movimiento uniforme, podemos trabajar con la
relaciéon ya conocida v = d/t. Por tanto, si designamos con x la velocidad del bote en agua tranquila, en-
tonces cuando navega a favor de la corriente (rio abajo) la velocidad es x + 3 y en contra de la corriente
(rio arriba) es x — 3. De donde:

Distancia Velocidad Tiempo
Rio abajo: 8 x+3 8/(x+3)
Rio arriba: S x-3 5/(x-3)

Puesto que el bote tarda el mismo tiempo en navegar 8 km rio abajo que en navegar S km rio arriba,
se obtiene la ecuacién: 8/(x +3) =5/(x-3)

Suprimiendo los denominadores, resulta:

8(x-3)=5(x+3)

8x—24=5x+15 . :
8x— Sx=24+15 % %
3x =239
x=13

Comprobacién: Navegando rio abajo el bote demora 8/(13 + 3) = 1/2 hora.
Navegando rio arriba el bote demora 5/(13 - 3) = 1/2 hora.
Por tanto (Respuesta): La velocidad del bote en agua tranquila es de 13 km/h.

El denominador de una fraccién es 4 unidades mayor que el numerador. Si a cada término
Ejemplo | dela fraccidn se le agregan S, la fraccién resultante es equivalente a 2/3 . ;Cuél es la frac-
cién original?

Resolucion: Si representamos por x el numerador de la fraccion original, el denominador se podra
representar por x + 4. Si agregamos S unidades a cada uno, el nuevo numerador serd x + S y el nuevo
denominador, x + 9. Es decir:

Fraccién original Fracciéon modificada
Numerador: x x+35
Denominador: x+4 (x+4)+5=x+9
Como la fraccién resultante es equivalente a 2/3, resulta la ecuacion: x i g :%.

Suprimiendo denominadores en la ecuacién fraccionaria anterior, se obtiene: 3(x + 5) =2(x +9)
3x+15 =2x+ 18
3x-2x=18-15
x=3



De donde, el numerador de la fraccién original es 3 y el denominador 3 + 4 =7.
Comprobaci(')n' sumando 5 al numerador y al denominador de la fraccion 3/7 se tiene que:

3+5_8 _2 por tanto, la fraccién original es 3/7.

7%5 12:3

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

A1) Resuelve las ecuaciones siguientes, y comprueba la solucién:

x-5_3 4 _2 3 241215
)52 b T35 )iy VT
4 x42_ 11 5 1 _ 4
e) x  2x =1 f) m m+1 2m+2 g)x—2+x+2 x*—4
_m+2 1,3_14 y2x-1_ S
b) 3m—3 2m 3 m i) y 3 Sy OEr: 2% 4 2w
A2) Determina el valor de la variable que satisface las ecuaciones siguientes:
1 . 1_ 4 2 2 1 _ 1
2) 2k x xt2 b) 16 x—4 ) y-2 y-3 y*-Sy+6
d) 2x+1_ —2x-1 ) - _3 f) 2 16
2x-1 4x2 T 2x+1 x2+ 3x x+3 x—3x x2+2x-15
__2 __4 X 4x2 -7 _ _ ymin_n_q
g) x-3 x+3 x2-9 h) x+1 2-x-2 300 x m X

i) 1 ,_ x> _ xta
x+a ax+a’ a

A3) Dos bombas trabajan simultdneamente para llenar un estanque. La primera bomba traba-
jando sola, lo llenaria en 100 minutos; la segunda bomba en 5/2 horas. ;En cudnto tiempo
lo llenan trabajando juntas?

A4) Cierto trabajo puede ser efectuado por Aarén en 4 dias, y por Arturo en 6 dias. ;Cudnto
tiempo necesitardn para hacer todo el trabajo juntos?

AS) Unallave puede llenar un tanque en 2 horas, una segunda llave puede llenarlo en 3 horas, y
otra llave puede vaciarlo en 6 horas. Si el tanque esta inicialmente vacio y se abren simulté-
neamente las tres llaves. ; Cudnto tiempo se necesitard para llenar el tanque?

A6) Aarén tardé en manejar 48 kilémetros el mismo tiempo que le llevé volar 620. La velocidad
media del avién fue de 20 km/h, menos que 13 veces la velocidad del automévil. ; Cudl fue
la velocidad media del avién?

A7) Lalongitud de un campo rectangular excede a su ancho en 30 m. Silalongitud se disminuye
en 20 m y el ancho se aumenta en 15 m el drea se disminuye en 150 m? . Hallar las dimen-
siones del rectangulo.



Como ya sabes una férmula no es mas que una igualdad entre expresiones algebraicas que expresan
algtn principio, regla o resultado general de indole matemitico, fisico o relativo a cualquier otra ciencia.

Desde grados anteriores ya has trabajado con férmulas, ya sea en Matemdticas o en otras asignaturas
como la Fisica. Por ejemplo, ya conoces férmulas como las siguientes:

Cuadrado
A=2a2
a
h Rectidngulo
A=B-h
B
Rombo
A=D-d/2

Poligono regular
A=P-a/2

Corona circular
A=7-(R2-12)

Cubo
a A=6-22
,J-————-- V= a3

Ortoedro

V=a-b-c

A=a2-\3
V=a2-\2/12

¢ A=2-(a-b+a-c+b-c)

Tetaedro rectangular

Tridngulo
A=B-h/2

Romboide
A=B-h

Trapecio

A=(B+b)-h/2

Circulo
A=mn-R?
P=2-m-R

Sector circular
A=n-R?2-n/360

» QP>

Cilindro R
A=2-n-R-(h+R) 'h
V=7-R2-h
Cono g
A=n-R2-(h+g)
V=mn-R2-h/3
Esfera ‘h
A=4-71-R2 —
V=4-7-R3/3 N



En la practica, se presenta muchas veces la necesidad de despejar un elemento particular en una f6r-
mula dada para determinar su valor. Ahora bien, toda férmula constituye una ecuacion. Luego, despejar
una variable en una formula no es mds que resolver una ecuaciéon donde la incégnita es la variable que
seva a despejar.

Ejemplo Calcular la altura (h) de un cono de radio en su base de 3cm y cuyo volumen es de 340
cm3.

Resolucion: De la tabla anterior se observa que el volumen del cono puede ser calculado
conla féormula: V=7 - R2- h/3. Por tanto, para poder calcular la altura del cono primeramen- g
te se tiene que despejar ésta de la formula anterior. Para hacerlo consideramos dicha férmu-
la como una ecuacion lineal donde la incégnita es precisamente la altura h. O sea:

v=Rh — gyegpren = h=3V

3 TERZ
. Syusti . 5-3(340) _ 1020 _
.. Sustituyendo los datos dados: h= 127 = (1416)(@) " 81.17 cm
: V2= PZ(xZ'yZ)/
Ejemplo Se sabe que la pendiente (m =m) de unarecta que pasa i
2~ % :
por los puntos P, (3,-5) yP, (3,-5) es igual a 2. ;Qué va- Y20
lor tiene la ordenada y,? Y CH ) R R

Resolucion: Primeramente hay que despejar la ordenada de la férmula de la pendiente, y posterior-
mente sustituir los datos en la férmula despejada y finalmente realizar los calculos correspondientes.
Y2= N1
X, — X, = mx-x)=y,-y = yp=mln-x)+y

.. Sustituyendo los datos y realizando los cdlculos: y, =2 (-4 -3) + (=5) =(2)(-7)-S=-14-5=-19.

Osea:m=

El primer término de una progresion aritmética es 0.8, la diferencia 0.3 y el enésimo térmi-

Ejemplo no es 3.8. Hallar el nimero # de términos.

Resolucion: Del curso de Matematicas I sabes que el enésimo término de una progresion aritmética
estd determinado por la férmula: a, = a; + (n —1)d. Por tanto, considerando la férmula como una ecua-
cién lineal con incognita n, su resolucion o despeje seria:

a,-a a,-a
— — n 1 _ n 1
a,=a,+(n-1)d = a,-a,=(n-1)d = o =n-l = 2

3.8-0.8 _30 _ -
=03 +1 O.3+1 10+1=11

+1=n

.. Sustituyendo los datos: n=

En este apartado aunque se resuelven problemas sencillos de Fisica donde se enfatiza la manipula-
cion algebraica, no debes quedarte con la impresién de que la Fisica es solamente una acumulacién de
férmulas, donde se sustituyen datos y se realizan célculos. La Fisica es mucho més que eso ya que en
ella, partiendo de observaciones, razonamientos y experimentos se elaboran predominantemente expli-
caciones o descripciones tedricas de lo que ocurre en la naturaleza.

Asi, pues, cuando los fisicos analizan problemas de la naturaleza utilizan como herramienta principal
ala matemética y, bajo ciertas condiciones e hipétesis, deducen expresiones o férmulas (como las de las
tablas de abajo) que relacionan unas magnitudes con otras.
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Magnitudes Fisicas | Férmulas del movimiento Férmulas del Movimiento
de Mecdanica Rectilineo Uniforme Rectilineo Uniformemente Acelerado
Posicién final: s (t) s(t) =sy+vt s () =so+ vt + V2 at?
Velocidad final: v (t) v (t) =v, v(t)=vy+at
Aceleracion: a (t) a(t)=0 a(t)=a,
Gl il Formul'afz del Movimiento
o o Rectilineo Acelerado
Fisicas de Mecdanica o
y de Dindmica
Velocidad media escalar As S-S
i M sSEEES
(Rapidez) mTAtT -t
Velocidad instantdnea escalar i _ds
S : v= 1m
(Rapidez instanténea) A0 Af dt
., . _Av_VV
Aceleracidon media ey Vi i
Aceleracién instantinea a= hm —dv
At—>0 At dt
Fuerza = Masa x Aceleracién F=m-a
Energia E=m-c?

:Cudl es la aceleraciéon media de un automovil que en un tiempo de 4 segundos varia su

Fiemplo | Lelocidad de 20 km/ha 100 km/h?

Resolucion: Este problema puede ser resuelto directamente con la formula de la aceleracion media:

_Av _ Vz Vl 100-20 _ 80
Gy =N = Lot 4.0 - 4—20km/h/seg

También, suponiendo que durante el tiempo que varid la velocidad la aceleracion fue constante, el
problema puede ser resuelto despejando la aceleracién (a) de la férmula V(t) = V,, + at.

Osea: V() =Vy+at = V(t)=vy—at = a=V(t)—VQ

e . _100-20 _ 80 _ =
. Sustituyendo los datos: a = 4.0 4 =20km/h /seg o —°

La temperatura es una magnitud fisica escalar referida a las nociones comunes de frio y
calor (por lo general entre mas “caliente” esté un material, tendra una temperatura mayor
y viceversa) y estd determinada por una funcién creciente del grado de agitacién, o de
energia cinética media, de las particulas moleculares que componen los objetos. Y se mide
con termometros, los cuales pueden ser calibrados de acuerdo a diferentes puntos de refe-
rencia, lo que origina diversas escalas de medida que dan lugar a las unidades de medicién
de la temperatura.

Ejemplo




En el dmbito cientifico, y en el Sistema Internacional de Unidades, la unidad de temperatura es el kel-
vin. Sin embargo, en la vida cotidiana, el uso de otras escalas de temperatura es comun como es el caso
del uso de la escala Celsius (o centigrada) en México, y la escala Fahrenheit en los pafses anglosajones.

En la clase de termodinédmica se establece que las escalas de temperaturas en grados Celsius (°C) y
grados Fahrenheit (°F) estén relacionadas por la ecuacién lineal: °F = % °C + 32. Con base en esta in-

formacion, determinar si a una persona que piensa viajar de la ciudad de Culiacdn a la ciudad de Seattle,
en EEUU, le conviene llevar mucha ropa de invierno, una vez que el servicio meteoroldgico de ese pais
pronostica una temperatura promedio de 50 °F durante su estancia en dicha ciudad.

Resolucion: Para que la persona pueda tomar una decision razonable en este caso, necesita saber,
ademads de sus reacciones personales frente a las temperaturas, a cudntos grados centigrados equivalen
50 °F, para esto basta despejar los °C de la ecuacion lineal dada como dato y hacer la sustitucién y ope-
raciones correspondientes:

°F:%°C+32 - °F—32:%°C = S(F-32)=9°C \}i{ sy«
:M:T °C:M:IO ; osea: SO°F=10°C

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Despeja en cada férmula o expresion, todas y cada una de las variables o constantes que
aparecen en ellas:

2) v=5 b) A, = 2nrh c) s=1gn d)}%+}% :% a=b,1
_ut—r _2ab _49-9 N ox_mM-Yy x _a+3y

f)s_—t—l g)R_l—Zb h)s——q_1 i) m=xTYy )y— 4
ot N a_b-c

k)”—1+t i) b a+c

A2) Enlas siguientes igualdades, despeja las variables que se indican y calcula su valor numérico
para los valores que se dan en cada caso:

a)N=p;—km; (k) para p=10 , m=52 , N=08
__S ) _ _

b)B_a+c ; (a) praB=2 , ¢=1.5

c)S= lfq ; (q) para S=4/3 , a=4/9

d l+L,=l; ") para p=54 , f=438

)55 T (p) para p f

e)i=mm ; (m) parai=9 , b=24

f)F:%(r+s) ; (r) para F=20 , =S5 , s=14

14 =V . = = =
g)M+t_n ; () praM=84 , v=5 , n=11



Ahora estudiaremos un tipo de relacién matemadtica, muy importante en las aplicaciones, denominadas
funciones o modelos lineales, las cuales son de interés no s6lo en matematicas sino también en adminis-
tracion, economia, fisica, ingenieria y en otros campos del conocimiento.

Por ejemplo, al determinar el salario de un vendedor, para planificar la ruta y tiempo de vuelo de un
avion o para calcular la distancia recorrida por un automévil y, en biologia, para estudiar el crecimiento
de algunos organismos.

d=vt i&?‘ {ﬂj
,,,-& ‘ _
-}.

Antes de continuar es pertinente conocer y reflexionar en ;Qué es en general una funcién matemsa-
tica? y ;Qué papel cumplen las funciones matematicas en la interpretacion de los diversos aspectos de

la realidad?

El mundo natural y social estd lleno de relaciones. Por ejemplo: la velocidad de un auto es funcién de
la distancia recorrida y del tiempo empleado, la lluvia depende de variaciones de la presién barométrica
y lo bueno que eres bailando, jugando o estudiando matemiticas depende, entre otras variables, del
esfuerzo que pongas y del tiempo que practiques.

Las funciones matemdticas, en el sentido mds simple y amplio, son relaciones numéricas que sirven para
representar o modelar las relaciones existentes en el mundo. Asi, cuando una magnitud variable depende
de otra, decimos que la primera es funcién de la segunda. Desde este punto de vista, la funcién puede
concebirse como una relacién de dependencia. - -

=

La funcién también puede concebirse como méquina, ya que existe una re- o
lacién entre la entrada y la salida de una maquina, donde la salida depende de
la entrada. Asila méquina-funcién recibe la entrada y la transforma en la salida.

Si formalizamos y simbolizamos las ideas anteriores tenemos que una fun-

cidén, en matematicas, es el término usado para indicar la relacién o correspondencia entre dos o mas
cantidades variables. Asi, si las dos variables “x” y “y” estdn asociadas de tal forma que al asignar un
valor a x entonces, por alguna regla o correspondencia, se asigna automdticamente un valor tnico a
y, se dice que y es una funcién de x. La variable x, a la

que se asignan “libremente” valores, se llama variable X)=
independiente, mientras que la variable y, cuyos valo-
res dependen de la x, se llama variable dependiente.
El conjunto de valores permitidos de x constituyen el
dominio de definicién de la funcién y el conjunto de
valores posibles para y constituye su recorrido, rango o
contradominio.




Resumiendo: Una funcién (f) de dominio A y contradominio B (f: A —> B, se lee “fde A en B”) es
una relacién que le hace corresponder a cada elemento x € A uno y solo un elemento y € B, llamado
imagen de x bajo f, y que se denota como y = f (x). Es decir que para que una relacién de un conjunto
A en otro B sea funcién, debe cumplir dos condiciones, a saber: (1) Todo elemento del conjunto de
partida A debe tener imagen en B. (2) Laimagen y € B de cada elemento x € A debe ser tnica. Es decir,
ninguin elemento del dominio puede tener mas de una imagen. El conjunto formado por todos los ele-
mentos y € B que son imagen de algiin elemento del dominio se denomina también conjunto imagen

def.

La funcién lineal es de las mas simples dentro de las formas que puede adoptar una relacién entre
variables, pero desempena un importante papel en la formulacién y resolucién de una gran variedad de
problemas tal como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo

Si analizamos la relacién funcional y = f (x) que existe entre el ntimero (x) de teléfonos
celulares vendidos diariamente por un vendedor, y el sueldo diario (y) que percibe por
dicha venta la funcién ingreso es: y = f (x) ; con f (x) = 20x + S0.

Donde: 50 es el salario (en pesos) minimo diario del vendedor y 20 es la comisién (en
pesos) por cada celular vendido.

La funcién ingreso es una funcion lineal, cuya representacion tabular y gréfica es:

100

920 o
0 $50.00 20 o >
1 70.00 20 K
2 90.00 601 o
3 110.00 sof’
4 130.00 40
5 150.00 30

: 20

6 170.00 1o
10 250.00 s ; i 5 ; -
15 y=2?

De la tabla y de la gréfica se puede observar que:

>
>
>

>
>

Al aumentar el nimero de teléfonos vendidos, aumenta el sueldo del vendedor. O sea, es una
funcion creciente.

El salario minimo diario del vendedor es, cuando no vende nada, de $50.00

El conjunto de valores permitidos para x (dominio de la funcién) son solamente enteros positi-
vos, o sea el dominio de la funcién es: D, = {0} U Z". De ahi que la grafica de arriba en realidad
no deber ser continua (por qué).

El conjunto de valores posibles para y (contradominio) es: [S0, ).

_90-50_250—130 _
1770 10-4 20

La tasa de crecimiento (m = a) es constante: m =

Una problemitica importante, aparentemente diferente, es cuando una compaiia de aviacion plani-
fica cudnto combustible necesitaran los aviones para los vuelos.
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Un Jet Boeing, que ha sido abastecido antes del despegue, contiene cerca de 28,000 litros
de combustible y usa cerca de 5,000 litros por cada hora de vuelo. Aunque otros factores
frecuentemente tienen un efecto, se puede considerar que la cantidad de combustible que
tiene este avion estd en funcion del tiempo de vuelo.

Ejemplo

Se puede inferir, a partir de algunos calculos particulares, una férmula o funcién que dé lo que le
queda de combustible al avién, como funcién del tiempo. Asi:

Tiempo t Litros de combustible

en horas en el avién y = £ (¢)
28000

28000 - 5000 x 1 =23000
28000 — 5000 x 2 = 18000
£(t) =28000 - 5000t

=+ N = O

Usa esta formula para responder lo siguiente.

a) Completa la siguiente tabla que da lo que le queda de combustible al avién como funcién del
tiempo transcurrido de vuelo.

Tiempo t | Litros de combustible | Tiempot| Litros de combustible
en horas y=f(t) en horas y=f(t)
0.0 3.5

28000
0.5 25500 4.0
1.0 4.5
1.5 S.0
2.0 5.5
2.5 6.0
3.0 6.5

b) Dibuja un par de ejes coordenados parecidos a los que se A
muestran en la figura, y grafica en el los pares de datos (tiempo, 300004
litros de combustible), de la tabla anterior. 25000+ :

c) Usa la férmula, tabla o gréfica para responder las siguientes ig 888_ T
preguntas acerca del combustible empleado por el Jet. Cuando 10 000N
sea apropiado, escribe una ecuacion o desigualdad que puedaser 50004444 i itk
usada para responder a la pregunta dada. 00 Il é 3') A'} ; é ; 2!3 9!=

1. ;Qué tanto combustible queda después de 4.5 horas de
vuelo?

2. ;Qué tanto tiempo tomara para que se consuma la mitad del combustible?

3. ;A quétasa decrece el combustible del avion? Es decir, ;cudl es el decrecimiento del combustible
por cada hora adicional de vuelo?

:Qué tiempo de vuelo deja al menos 5000 litros de combustible en el avién (por seguridad)?

5. Sielavidn viajaa 800 kilometros por hora, ;cudl es el viaje mas largo que puede hacer, permitién-
dole un margen de seguridad de 5 000 litros?



La funcién lineal que relaciona el precio del boleto (p) y la asistencia (a (p)) a un festival
escolar puede ser representada por la regla:

a(p) =-10p + 800 (donde: a=-10y b =_800)

Ejemplo

y por la siguiente tabla o grafica de pares de datos (precio, asistencia).

a(p)

0.00 800 N

10.00 700 AN |

20.00 600 N *

30.00 500 AN
40.00 400 N

50.00 300 AN
60.00 200 N
70.00 100 N p
80.00 0 a(p) =-10p + 800

A partir de estos ejemplos podemos definir a una funcién lineal como una relacién matematica que
tiene la forma general:

fx)=ax+b ; aybeR , az0

Las funciones lineales se caracterizan porque tienen una tasa de cambio o pendiente constante
(m=a) y un cambio unitario en la variable independiente (x), provoca un cambio proporcional en la
variable dependiente (y). Esto se puede demostrar, por ejemplo, para el primer ejemplo del vendedor
de celulares

_ o _AY_%-%1_90-50_170-110 _250 - 130 _ _
M= A%, %, 2-0 ~ 6-3 ~ 10-4 20 = Hy=mis

Asi pues, las funciones lineales relacionan varias clases diferentes de variables de diversas situaciones
problemiticas, y pueden ser representadas por tablas, grificas, formulas o ecuaciones, y, ademads, com-
parten algunas propiedades importantes, como las siguientes:

1. En una tabla de valores (entrada, salida), de una funcién lineal, el incremento de la variable de

salida (y) se incrementa o (disminuye) a una tasa constante al incrementarse la variable de en-
trada (x).

2. Laregla que relaciona las entradas y salidas de una funcién lineal puede ser escrita de varias
maneras simbélicas diferentes, pero cada una es equivalente a la forma estandar: f (x) = ax + b,
donde, a y b son numeros que son determinados por la situacién problematica especifica.

3. Los puntos de la grafica de una funcién lineal yacen sobre una linea recta.

Un modelo matemadtico relacionado con la funcién lineal es el que surge al estudiar la proporcionali-
dad directa entre dos magnitudes variables. Recuerda que en la primera unidad del curso de Matemati-
cas I, aprendiste que si la variable y estd relacionada en forma directamente proporcional a la variable x,
entonces su razén o cociente indicado es una constante, o sea:

%:%:%—;:%:k = y=kx < y=mx+n ; conn=0



De donde, la relacién matematica y = k x, es un caso especial de la funcion lineal mediante la cual se
representan muchas situaciones de la vida cotidiana, la ciencia y la ingenieria.

Ejemplo Si para cocer medio kilogramo de verduras se requiere agregarle 25 gramos de sal. ; Cuan-
tos kg de verdura se necesitan para ocupar 1 kg de sal?

Resolucion: Primero se establece la proporcion o ecuacién lineal que muestre la relacion entre la
cantidad de verdura y la cantidad de sal necesaria para un cocimiento de este tipo. Si representemos por
G, alos gramos de verdura y por G a los gramos de sal. Y recordando que medio kilogramo equivale a
500 gramos, entonces:

25 _500 _500.- _
G.” G, = G,= 25G =20 G, w3
P ol 4
Por tanto, los kilogramos de verduras requeridos para un kilogramo de sal son: &

G,=20G,=20x1=20kg.

Segun la Ley de Boyle, cuando la presién de un gas es constante, entonces el volumen (v)
que ocupa es directamente proporcional a su temperatura absoluta (T):v=kT.Por tan-
to, si a una temperatura de 60 °K un gas ocupa un volumen de 30 m3, ;cudl es el volumen
que ocuparia a una temperatura de 180 °K?

Ejemplo

Resolucion: para poder calcular el volumen con el modelo matemético v = k T se necesita primero
conocer la constante k con los datos proporcionados:

- —v_30_
v=kT = k= T=60 =9
Por tanto, el volumen que ocuparia el gas serfa de: v=0.5 T = v = (0.5)(180) = 90 m3.
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Jemp establece que el tamano del alar-
gamiento (o compresién) varfa

de forma directamente propor

" Equilibrio } N
cional segun sea la fuerza que se 4 pulgadas 6 pulgadas
le aplique. Si una fuerza de 20 li- 20 libros 30 libros

bras alarga el resorte 4 pulgadas:

a) Escribir una ecuacién que relacione la distancia alargada con la fuerza aplicada.
b) ;Cuanto alargard el resorte una fuerza de 30 libras y una fuerza de 100 libras?
Resolucion:

a) Sidesladistancia que se alarga el resorte en pulgadas y F es la fuerza en libras. Como la distancia
varia en forma directamente proporcional con la fuerzad = k F,y d = 4 y F = 20, entonces:
k= d 4 _
20 5 5
b) Por tanto, cuando F = 30 libras, la distancia que se larga el resorte es: d ——(30) 6 pulgadas Y

De donde, la ecuacion que relaciona la distancia y la fuerza es: d =

cuando F = 100 libras, la distancia correspondiente es: d = S (100) 20 pulgadas



Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

A1) Un vendedor de una empresa tiene un sueldo base semanal de n pesos y ademds por cada
articulo vendido recibe una comisién de m pesos. Determinar el modelo matemético que
permite calcular el salario semanal (y) del vendedor cuando vende x articulos por semana.

A2) Aplicando el modelo matemético obtenido en la actividad anterior, calcula la distancia (y)
recorrida en un tiempo (x) de 3 horas por un automévil que se desplaza a la velocidad cons-

tante (m) de 95 k/h.

A3) LaLeyde Hooke para un resorte establece que el tamafio del alargamiento (o compresién)
varfa de forma directamente proporcional segtin sea la fuerza que se le aplique. Si una fuerza
de 60 libras alarga el resorte 12 pulgadas: a) Escribir la funcién lineal que relacione la dis-
tancia alargada con la fuerza aplicada.

b) ;Cudnto alargard el resorte una fuerza de 4S5 libras?

A4) En un recipiente con agua a 0°c se aplica calor para ir incrementando la temperatura. En
dicho recipiente se encuentran al mismo tiempo, para medir la temperatura, un terméme-
tro Celsius y uno Fahrenheit. La variacion de la temperatura en ambos termémetros estd
registrada en la siguiente tabla, y partiendo de ella obtener la funcion lineal que relacionala
temperatura en ambas escalas.

0 32
1 33.8
2 35.6
S 41
100 212

AS) Enlapractica de la medicina es comun que la dosis de un medicamento (y) varie en forma
directamente proporcional con el peso corporal (x) del paciente. Si a una persona de 56 kg
se le suministran 250 mg de ampicilina, calcular la dosis recomendada a un paciente de 80

kg.

Una funcién lineal es una relacién matemadtica, o modelo matematico, que a cadax € R le
hace corresponder un y = ax + b, donde: a y b son numeros reales dados y, ademds, a # 0.

En la funcién lineal el pardmetro a recibe el nombre especial de pendiente. Es comun representar las
funciones lineales también con el modelo f (x) = mx + n. Por lo cual: f (x) =ax + b < f(x) = mx + n.
En este texto usaremos ambas expresiones.

Asi, los siguientes modelos matematicos son ejemplos de funciones lineales:
y=50x+1200  (a=50; b=1200) =2x+3 (m=-2; n=3)
y=95x (a=95; b=0) y=4 (m=0; n=4)



Cuando en una funcién lineal se quiere especificar la determinacion de la variable y para un valor
particular de la variable x resulta conveniente el uso de la notacién funcional y = f (x). Asi, los valores
de y correspondientes para x = 4, x = -3 y x = 8.5 en la funcién y = —2x + 3 pueden ser representados y
calculados como:

y=f(4)=-2(4)+3=-8+3=-5
y=f(-3)=-2(-3)+3=6+3=9
y=f(85)=-2(85)+3=-17+3=-14
Recordar qué en una funcién lineal, el conjunto de valores que puede tomar la variable “x” (llamada
también como variable independiente) se denomina dominio de la funcién. Mientras que el conjunto
de valores que puede tomar la variable “y” (llamada también como variable dependiente) se conoce

como contradominio de la funcién. Asi, en una funcién lineal el dominio y el contradominio es el
conjunto de los numeros reales ‘R.

Para representar graficamente una funcién lineal se determinan mediante la ecuacién y = ax + b (o
“«_ »

y = mx + n) las coordenadas “x” y “y” de al menos dos puntos P(x, y) de su grafica y se localizan en un
sistema de coordenadas rectangulares.

Representa graficamente las funciones lineales definidas por:

Ejemplo
a)y=2x-1 b) y=-2x c)y=2
Resolucion: Primero determinamos en una tabla las coordenadas de algunos puntos de
cada graficay, segundo, los representamos utilizando un sistema de coordenadas rectangu-
lares y, finalmente, los unimos por una linea continua (ver fig. 1).
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Como se observa en la Fig.1., si proyectamos sobre el eje Y las graficas de las dos primeras funciones
obtenemos como imégenes el conjunto R, mientras que en el caso de la funcién del inciso ¢ obtenemos
como imagen el conjunto {2}. En los 3 casos se pudo trazar una recta que pasa por los puntos represen-
tados.

Si para otro valor cualquiera de xR obtenemos el valor correspondiente de y mediante las ecua-
ciones dadas, podemos comprobar que los puntos que tengan estas coordenadas también pertenecen a
las rectas trazadas, por lo que llegamos a la conclusion siguiente: la grdfica de una funcién lineal es una
recta.

Si observas las ecuaciones correspondientes a las funciones lineales del ejemplo 1, notaras, en base al
modelo y = mx + n, que en el inciso a) m > 0, en el b) m < Oy en el c) m = 0y que las rectas representadas
tienen distintas posiciones respecto al eje X. Asi si m > 0 la recta se inclina hacia la derecha, sim < 0la
recta se inclina hacia la izquierda, y si m = 0 la recta es paralela al eje X.

Ademds, estas rectas intersecan al eje Y en los puntos (0, 1); (0,0) y (0, 2) respectivamente, y los va-
lores de 1 en las ecuaciones correspondientes coinciden con las ordenadas de estos puntos. En el inciso
a)n=1,enelb) n=0yenelc)n=2.Luego el valor de n coincide con la ordenada del punto (0, y) del
grafico de la funcidn lineal dada.

Alas funciones lineales como las del inciso ¢, cuyo conjunto imagen consta de un solo namero se les
llama funciones constantes y su grifica es siempre una recta horizontal (paralela al eje X).

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Determina cudles de las siguientes ecuaciones definen funciones lineales:
a)y=-x-2 b)y:% c)y=x2 d)y:%+1 e)y=x3+S f)x+2y=38
g)y=\2 h)3x+y=0

A2) Dadala funcién lineal f (x) = Sx -2
a) Calculaf(0); f(1) yf(2)

b) Determina x si f(x)=13; f(x) =12; f(x) =-6; f(x) =-1

c) Determina los valores de x y y para los cuales los puntos A (x, -3), B (2,y) y C (1, y)
pertenecen a la grafica de f.

d) Representa grficamente la funcién.

A3) Determina 3 puntos de las siguientes funciones lineales y traza su gréfica:
a)y=x b)y=-x c)f(x)=%x d)y=-4x+$S e) y=-0.2x
f)f(x)=x+2 g)h(x)=4x-3 h)y=05x+1 1i)y=03x-2 j)f(x)=-3
Ry=3  Dgk=2-«

A4) Comprueba si los puntos siguientes pertenecen a la representacién gréfica de la funcién
y=8x+3.

a)P,(0,2) b) P, (1, 11) c)P,(0,3) d)P,(-L,5)



AS) Escribe las ecuaciones que definen las funciones representadas en la figura 2.

Para representar graficamente una funcién lineal se acostumbra determinar los puntos donde la grafica
interseca a los ejes coordenados. El punto (x, 0) es el punto donde la gréfica interseca al eje X. El valor
de x se puede calcular sustituyendo y = 0 en la funcion lineal y = mx + n de donde se obtiene la ecua-
cién lineal correspondiente, mx + n = 0, cuya solucién es x = —n/m siempre y cuando m # 0. Al valor de

x = —n/m se le denomina cero de la funcién.

Observa que si m # 0 la funcién tiene un tnico cero, lo que significa que la grafica de la funcién lineal
corta al eje X exactamente en un punto, tal como se muestra en las graficas de las funciones lineales

siguientes:
y=-x+4 ;cero:x=4 y=0.5x+3 ; cero: x = -6
Y AV
0 X 0 X
-5 0 -5 0 s
-5 -5
) Calcula los ceros de las funciones lineales siguientes:
Ejemplo
a)y:%x+2 b)y=-x+4 c)y=3x
Resolucion: sustituyendo y = 0 en cada una de las funciones tenemos
a) Zx+2=0 Y b)-x+4=0 Ay <)3x=0
3 -x=-4 N x=0
2x=-2(3) ) -
= —% =-3 -3 0 =

&S

Aun cuando es recomendable localizar varios puntos para graficar una recta, sin embargo, dos puntos
por los que ella pasa son suficientes para trazarla, por lo general son comodos los puntos de coordenadas
(0,9) v (x,0) que son los puntos donde la recta interseca a los ejes coordenados.



Representa graficamente las funciones: a) y=2x-4 y b) y = -« + 3.

Ejemplo
Resolucion: primeramente determinamos los puntos (0, y) y (x, 0)
a)y=2x-4 b)y=-x+3
X 0 2 X 0 3

y=2x-4| -4 0 y=-x+3 3 0
VA
3L
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Como se observa en las gréficas anteriores los puntos donde la recta y = 2x — 4 interseca a los ejes
coordenados son (0, —-4) y (2, 0). Y los puntos donde la recta y = —x + 3 interseca a los ejes son (0, 3) y
(3,0).

Ahora consideremos el problema inverso, o sea, tenemos una recta y queremos determinar su ecua-
cién. Como la recta es la grafica de una funcién lineal, basta determinar los valores de m y n. Recuerda
que 1 es la ordenada del punto donde la recta corta al eje Y. Mientras que el valor de m (la pendiente de
la recta) indica, como ya sabes, la inclinacién de la recta respecto al eje X.

Asipues, silos puntos P, y P, pertenecen ala recta considerada cuya ecuacion es y = mx + n, entonces
sustituyendo en la ecuacion los valores de las coordenadas de los puntos tenemos:

Yy =mx, + 1 ecuacion 1
yy=mx;+n ecuacion 2
Restando ambas ecuaciones:
Yr-yi=mx, —mx; =y, -y =mx, - x;)

). _
:>m_x2—x1 ;0 (xy—x,#0)

De donde tenemos el siguiente Teorema:

La pendiente m de una recta que pasa por los puntos P, (x;, y,) y P, (x,, y,) se calcula

por la férmula: m = P p B
xXy—xy’ 271
27 %



Una recta del plano coordenado pasa por los puntos A(3,-2) y B (5, 4).
Ejemplo . .
a) Determina su pendiente.
b) Escribe la ecuacién de la recta AB.

Resolucion:

Ya=)y1 _4-(-2)_6
a) Seax, =3;x,=S5;y, =-2;y,=4, entonces: m = xi_xll = 553 )=5:3
b) Como m = 3, basta encontrar el valor de n en la ecuacién y = max + n, sustituyendo x = S,
y =4 obtenemos: 4 = 3(S) + n ; luego: n =4 — 15 = ~11. Por tanto, la ecuacién de la recta es

y = 3x —11,]a cual se puede expresar también de la siguiente manera: 3x — y -11 = 0.

VA
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Ya conoces que la grafica de una funcién lineal y = mx + n es una recta. Observa que en toda ecuacién
de la forma ax + by + ¢ = 0 se puede despejar la y. Asi obtenemos y = — % x —£5i b # 0 y esta es precisa-

.7 .7 . . . a b C b
mente la ecuacion de una funcion lineal si consideramos m = R A Luego:

b

Toda ecuacién de la forma ax + by + ¢ = 0 (b # 0) define una funcién lineal
Ademais, tenemos también el siguiente teorema (el cual no demostraremos):

Toda ecuacién de la forma ax + by + ¢ = 0 con x, y€ R ; a y b no simultdineamente nulos representa
una recta en el plano coordenado.

En general, toda ecuacién con una o dos variables representa una figura geométrica en el plano coor-
denado.

VA

. Representa graficamente la recta cuya ecuacion es: b
Ejemplo 3

2x+y+3=0 -

Resolucion: Basta determinar las coordenadas de 4

dos puntos del plano para trazar la recta, conside- Ir

. 3
remos x = 0, luegoy =-3;siy=0,entoncesx==-; ~4 3 2 \10| 1 2 3 4 5

=Y

asi tenemos los puntos P,(0, -3) y P, (— é, 0), yla
grafica serd la recta PP, (ver fig.5).




Como podris observar en la recta del ejemplo 3 (fig.4), cuya pendiente es m = 3 > 0 la recta se eleva
de izquierda a derecha, y los valores de la funcién correspondiente aumentan a medida que aumentan
los valores de x, se dice entonces que la funcidn es creciente.

Por el contrario, si observas la recta representada en el ejemplo 4 (fig.5), notards que esta desciende
de izquierda a derecha. La pendiente de esta recta es m = -2 < 0y los valores de la funcién correspon-
diente decrecen a medida que aumentan los valores de la variable x, se dice en este caso que la funcién
es decreciente.

Luego para m # 0 solo se presentan estos dos casos, es decir, las funciones lineales o son crecientes
(m > 0) o son decrecientes (m < 0).

También hay que observar que la pendiente nos muestra la variacién que hay en el eje “Y” a medida
que aumenta una unidad en el eje “X”. Asi, la pendiente m = 3, nos indica que por cada unidad que au-
menta en el eje “X” hay un aumento de tres unidades en el eje “Y".

Dermina si las funciones lineales siguientes son crecientes o decrecientes:

a)y=2x+0.5 b)y=-x+4 c)y=12-3x

Ejemplo

Resolucion:
a) m=2> 0, luego la funcién es creciente.

b) m=-1<0,luego la funcién es decreciente.

c) m=-3<0,luego la funcién es decreciente. VA
N
Ejemplo | Determina la ecuacién de la funcion cuyo grafico T
aparece en la figura 6. 1f
Resolucion: Del grifico se obtiene que n = -2, T T A :x
luego y = mx — 2 y para x = 2, y = 0 de donde 4
0 = 2m-2: por tanto m = 1. Asi, la ecuacion de la
funciénes: y=x - 2. /2
3t
4|

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Lagrafica de una funcién lineal pasa por el punto M (2, 4) y por el origen de coordenadas.
a) Escribe la ecuacién que corresponde a dicha funcién.
b) ;Est4 situado el punto B (-2, —4) sobre la gréfica de la funcién?

A2) Determina la ecuacién de una funcién lineal cuya grafica pasa por los puntos P(0, -2) y
Q(-1,3).

A3) Enlafunciény=mux+ 3. ;Cudl debe ser el valor de m para que el punto P(2, 14) pertenezca
a su grafico?



A4)

AS)

A6)

A7)

A8)

A9)

Calcula el valor de n si se sabe que el grafico de y = 3x + n pasa por el punto:
a)P(-2,4) b) R (S,2).

Traza en un mismo sistema de coordenadas rectangulares las grificas de las funciones
y=-0.5x-2; y=2x+ 5. E indica en cada caso 3 valores del dominio para los cuales las im4-
genes correspondientes sean positivas y 3 valores para los cuales sean negativas.

Calcula el cero, en caso que exista, de cada una de las funciones lineales siguientes:
)y=x  by=-2x  Jy=12x-36  d)y=10x+8  e)y=5-«
f)y=4-2x g)y=-Sx-2 h) y=0.8x -16 i)y= «x+03
Vy="3x-V3  k)y=2 1)y=0

Dadala funciény =4 - 2x

a) Represéntala graficamente.

b) Calcula el érea de la figura formada por los ejes coordenados y la gréfica de la funcién.
c) Calcula la longitud del lado mayor de la figura determinada en el inciso b.

Determina para qué valores de x la funcién:
a) y = Sx + 8 toma el valor 4. b) y =12 — x toma el valor —%
c) y = - x toma el valor V3 d) y =-2x - S toma el valor 0.4
Sealafunciény =2x -4

a) Calcula su cero. b) Represéntala graficamente.

A10) De una funcién lineal se sabe que su cero es — 4y que interseca al eje Y en el punto de orde-

nada — 2%. Represéntala graficamente.

All) Enlafigura 7 estin representadas dos funciones lineales. Apoydndote en el grafico determi-

na las ecuaciones de dichas funciones.
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Al2) Representa graficamente la recta de ecuacion:

a) x +3y -5 =0 b)3x-y-12=0



A13) Hallala pendiente de las rectas que pasan por cada uno de los pares de puntos siguientes y
represéntalas graficamente.

2)(2,3)y(61)  b)(2-5)y(0,0) )Ly Gy
d) (0,0)y (1,4) e) (3,1)y(8,1) £)(2,4)y(2,0)
A14) ;Por qué no existe la pendiente de las rectas determinadas por los siguientes pares de pun-
tos?
a)A(3,1)yB(3,4) b) M (0,0) yN (0, 5)

A1S) Calculala pendiente de las siguientes rectas:

a)4x+2y+8=0 b) Sx+y-2=0 ) x-y-3=0 d)3y=x«

Un modelo matemadtico es una descripcion o relacion cuantitativa, desde el punto de vista de las ma-
temdticas, de un hecho o fenémeno del mundo real o cientifico, como pueden ser la descripcion del
crecimiento de la poblacién de un ecosistema o la descripcion del movimiento de un cuerpo fisico, o
hasta la descripcion de fendmenos sociales, econdmicos y administrativos. El objetivo del modelo mate-
matico es conocer y establecer las relaciones cuantitativas entre las “variables esenciales” del fenémeno
y, tal vez, predecir su comportamiento de manera “exacta’, aproximada o probable en el futuro.

Etapas bésicas del proceso de construccién de un modelo matematico:

1. Encontrar y formular un problema del mundo real de interés susceptible de tratamiento mate-
madtico.

2. Construir o seleccionar, formulando hipétesis que hagan posible el andlisis y tratamiento ma-
temdtico de la problemdtica, un modelo matemadtico que describa el problema, identificando y
estableciendo la relacién entre las variables esenciales (dependientes e independientes).

3. Aplicar los conocimientos mateméticos (conceptos, métodos y algoritmos) que se posee para
llegar a resultados y conclusiones matematicas.

4. Comparar los datos obtenidos, como predicciones, del modelo con datos empiricos o reales. Si
los datos son diferentes con margenes de error inaceptables, se reinicia el proceso de modelacién
matemadtica.

Esimportante enfatizar y reiterar que un modelo matemadtico es una representacion abstracta, o idea-
lizacién, de la realidad, por lo cual los resultados y conclusiones que se obtengan del mismo siempre
deberdn ser cotejados con los datos del problema real. De hecho, para un mismo problema real puede
haber varios modelos mateméticos (ecuaciones y funciones) que los representen con diferentes mérge-
nes de aproximacion.

En base a las ideas anteriores podemos concebir las funciones lineales como modelos mateméticos
(lineales) con una gran variedad de aplicaciones en diversos campos de la ciencia, la ingeniera, la eco-
nomia y la administracién. Por ejemplo, en el drea econémica-administrativa, algunas funciones como



lo son las de ingresos, de costos y de utilidades pueden tratarse generalmente como funciones lineales
tal como se muestra a continuacion.

En economia y administracion se conoce como ingreso, a la cantidad total de dinero que obtiene una
empresa, u organizacion, debido a la venta de sus productos o a la prestacion de sus servicios. En base a
este concepto puede inferirse ficilmente que el ingreso total (I7) de cualquier empresa dependeré direc-
tamente del precio (p) al que venda sus productos o servicios, asi como de la cantidad (x) de servicios
brindados o de productos vendidos. Si consideramos que el precio de todos los productos no varia o es
el mismo, el ingreso total puede expresarse matematicamente como:

Ingreso Total = (precio) (cantidad vendida) = I =px

Una empresa en la que se fabrican cargadores para teléfonos celulares vende a sus clientes
mayoristas dichos cargadores a un costo de $150.00. Si para ser considerado como cliente
mayorista necesitan hacer una compra de al menos 1000 productos. ;Cudl serd el ingreso
menor que pudiera recibir el fabricante de un cliente mayoritario?

Resolucién: I = px = ($150.00)(1000) = $ 150,000.00

Ejemplo

Cuando se venden diversos productos de precios diferentes, o cuando el precio de un mismo pro-
ducto varia, el ingreso total seria la suma de los ingresos individuales obtenidos por cada producto o
servicio al precio en que se vendio.

Supdngase, considerando el ejemplo anterior, que ademds de vender la empresa 1000 car-
gadores a un mayorista vende 600 a un medio mayorista al cual le da un precio de $180.00.
:Cudl serd su ingreso total?

Resolucion: I, = p,x, + p,x, = ($150.00)(1000) + ($180.00)(600) = $ 258,000.00

Ejemplo

Un aspecto preocupante para toda empresa es el de los diversos gastos o costos que implica el pro-
ducir un producto o servicio. De ahi que los economistas, administradores y contadores consideren
conveniente definir el costo total en términos de sus componentes, denominados como: costo variable

y costo fijo.

El costo fijo (Cf) es aquel costo que no varia significativamente con cambios en el nivel de produc-
cién. Por ejemplo: los gastos por agua, luz, teléfono y alquiler de local, entre otros, se consideran costos
fijos. Por otra parte, los costos variables (C,) son aquellos que dependerdn directamente del nivel de
produccidn. Por ejemplo: la materia prima y la mano de obra, entre otros, se consideran costos variables.
La suma de ambos costos serd el costo total (Cy) al que se produce determinado producto o servicio. De
donde, la funcién costo puede representarse matematicamente como:

Costo Total = (Costo variable por producto) (No. Productos) + Costo fijo

Una empresa en la que se fabrican partes de computadoras tiene por concepto de pago
de luz, agua y renta del local una cantidad mensual fija de $15, 000.00 y por concepto de
materia prima aumenta su costo a razén de $2.50 por una cierta unidad producida y por
concepto de mano de obra $ 1.30 por dicho producto. Calcular el costo total de la empresa
si al final del mes la produccion fue de 5,000 articulos.

Ejemplo

Resolucion: La funcién lineal utilizada en este caso para calcular el costo total (C;), de x
cantidad de unidades producidas, seria: Cr = $ (2.50 + 1.30) (x) + $15,000.00



Por tanto, para una produccion de x = 5,000 se tendrd un costo total de:
Cr=$(2.50+1.30) (5000) + $15,000.00 = $19000 + $15000= $34,000.00

Por dltimo, en el caso de las empresas privadas lo que se busca finalmente es la obtencion de ganan-
cias o de utilidades positivas, las cuales se determinan por la diferencia existente entre el ingreso total
(I) y el costo total (C). Matematicamente la utilidad (U) puede ser calculada mediante la expresién:

U=I,-Cy

Asi pues, cuando el ingreso total es mayor que el costo total (I > C;) la utilidad resulta positiva y se
conoce como ganancia, en caso contrario (o cuando I < Cp) la utilidad serfa negativa y recibe el nom-
bre de pérdida o déficit.

En caso de que la funcién de ingreso como la de costo sean funciones lineales de una misma variable,
por ejemplo, de la cantidad (x) de articulos producidos o servicios brindados, entonces la funcién de la
utilidad también serd una funcién lineal de la misma variable. De donde, si el ingreso total fuera la fun-
cién I (x) y el costo total la funcién Cr. (x), entonces la funcién utilidad serfa: U (x) = I(x) — C(x).

Una empresa produce y vende un articulo a un precio de $150.00, si sus costos fijos men-
suales son de $ 400,000.00 y sus gastos por mano de obra son de $20.00 por producto y
por concepto de materia prima de $30.00 por producto, determina la utilidad mensual de
la empresa si su produccién y venta mensual es de 10,000 articulos.

Ejemplo

Resolucién:
Ingreso total = $150.00 (x)
Costo total = $50.00 (x) + $ 400,000
Utilidad mensual = $150.00 (x) — [$50.00 (x) + $ 400, 000]
= $100.00(x) - 400, 000
=$100.00 (10,000) — $ 400,000 = $ 600,000.00

Otras situaciones problematicas que pueden ser modeladas matematicamente mediante las funcio-
nes lineales son: la determinacién del sueldo de un vendedor, la depreciacion, o pérdida de valor, de los
objetos con el tiempo, la distancia de frenado de un automoévil, y muchas otras mas, tal como se muestra
en los siguientes ejemplos:

Un vendedor de una empresa tiene un sueldo base semanal de $1200.00, y ademds por
cada articulo vendido recibe una comisién de $50.00. Y se quiere determinar el salario
semanal del vendedor cuando vende 3, 5, 8, 10 y hasta x articulos por semana.

Ejemplo

Modelacién y resolucion del problema:

Si el empleado vende 3 articulos, gana 3 x $50.00 = $150.00 por comision. Por tanto, su salario
semanal sera la suma del sueldo base semanal con lo que gana por concepto de comisién: $ (150.00
+1200.00) = $ 1350.00

Y cuando vende 5 articulos, gana 5 x $50.00= $250.00 por comision. Por tanto, su salario semanal
serd la suma del sueldo base semanal con lo que gana por concepto de comision: $ (250.00 + 1200.00)
=$1450.00.



En sintesis, si vende 8 6 10 articulos el salario semanal del vendedor serd respectivamente de:

8 x $50.00 + $1200.00 = $1600.00

10 x $50.00 + $1200.00 = $ 1700.00
En general, si vende x articulos entonces el salario semanal y del vendedor sera de:

y=S0x+1200 «xeN

Un sistema de computacion tiene 8 afios de uso y su valor actual es de $ 18 000.00, pero
hace tres afios su valor era de $ 45 000.00. Si el valor del sistema varia linealmente con el
tiempo, calcular: a) la funcién lineal que relaciona el valor del sistema con el tiempo trans-

currido y b) el valor del sistema cuando era nuevo, ademds, c) el valor del sistema después
de 10 anos de uso.

Ejemplo

Resolucion: a) Sea y = v el valor del sistema en el tiempo x = £, como v varia linealmente respecto a t,
entonces,y =mx +n o v=mt+n, por tanto para hallar esta funcién tenemos que calcular los paréme-
tros m y n. Primeramente calcularemos la pendiente m considerando P, (x, = S, y, = 45000) y P,(x, =8,

=18000):
72 ) _y,-y; _ (18000)-(45000) -27000

Xy =%y (8)-(5)

por tanto, v = —9000 ¢ + n, de donde se puede calcular n sustituyendo los valores(coordenadas) de
cualesquiera de los puntos dados como datos. Sustituyendo los valores de tendremos que:

18000 =-9000(8) +n = n=18000+ 9000 (8) =90,000
Por tanto la funcién lineal buscada es: v=-9000 ¢+ 90 000.

=-9000

b) Cuando el sistema era nuevo se tiene que t = 0, por tanto:
¥=-9000 (0) + 90 000 = $ 90, 000.00
c) El valor del sistema después de 10 afios de uso sera:

y=-9000 (10) + 90 000 = $ 0.00

Cuando manejamos un automévil y frenamos, primero nos damos cuenta de que necesi-
tamos detener el vehiculo y después de un cierto tiempo de reaccién se mueve el pie para
pisar el pedal de freno. Asi, experimentalmente se encontr la siguiente tabla que relaciona
la distancia en que un automovil se desplaza durante el tiempo medio de reaccién para
varias rapideces diferentes. Y también se hizo, con los datos de la tabla, una representacién
grafica, como se muestra a continuacion:

Ejemplo

A Distancia (m)
20
40 8
50 12 L .
60 16 10k 70 Rapidez (km/h)
70 20
80 24

90 28




Otra manera de hacer un anilisis del problema es establecer una relacién matemitica, tal como una
proporcién o ecuacién lineal (lineal viene de linea recta), que relacione la distancia (d) con la velocidad
(v). De la tabla se puede observar que por cada 10 metros que aumenta la velocidad la distancia para de-
tenerse aumenta en cuatro metros, por tanto, existe una tasa de cambio o pendiente constante (m=a)
y un cambio en la variable independiente (x = v), provoca un cambio proporcional en la variable depen-
diente (y =d). O sea:

_ . Ad_dy-di_20-16_4_2 2
=M Ty Ty, " 70-60 10~ 5 — Ad=goAv

En particular, para que el automévil pueda pararse casi instantineamente (o sea que d ~ 0), debe
desplazarse como méximo a una velocidad v, igual a:
20-0 :%(70 —vy) = 100=140-20, = v, =1405100-20km/h
Y para que pueda frenar o pararse en una distancia d cuando viaja a una cierta velocidad v:
2

_20,_ —20,_ -2, 2
d—O—S(v v) = d 5(1/ v,) = d V-5V
Sin embargo, anteriormente se calculé que v, = 20 km/h. De donde la ecuacién lineal para calcular
des:
d=(%)v—8 . v>20

Por ejemplo, si queremos saber qué distancia recorre un automoévil antes de detenerse después de
frenar, cuando viaja a 97 km/h, bastaré con sustituir en la ecuacion el valor v = 97:

d= %]v- 8=%)(97) _8= 12_4_ 8=388-8=308m

Actividades de aprendizaje de la unidad 1 para resolver en equipo

Al) Unaempresa en la que se fabrican teléfonos celulares vende a sus clientes mayoristas dichos
teléfonos a un costo de $3250.00. Si para ser considerado como cliente mayorista necesitan
hacer una compra de al menos 2000 teléfonos. ;Cual serd el ingreso menor que pudiera
recibir el fabricante de un cliente mayoritario?

A2) Supdngase, considerando el ejemplo anterior, que ademds de vender la empresa 2000 telé-
fonos a un mayorista vende 800 a un medio mayorista al cual le da un precio de $3400.00.
:Cudl serd su ingreso total?

A3) Determine la funcién lineal del costo total en cada uno de los siguientes casos:
a) Costo fijo: $350.00 ; y cuesta $ 3000.00 producir 50 articulos.
b) Costo fijo: $7280.00 ; y cuesta $ 82,000.00 producir 40 articulos.

A4) Escriba una funcién de costo, para el cliente, en cada uno de los siguientes casos:

a) Una empresa que renta automéviles cobra $200.00 diarios por automévil més $ 5.00 por
kilémetro recorrido.

b) Un servicio de meseros y edecanes que cobra $100.00 por salida de un miembro del
personal mas $50.00 por cada hora trabajada.



AS) Una empresa en la que se fabrican computadoras tiene por concepto de pago de luz, agua
y renta del local una cantidad mensual fija de $25,000.00 y por concepto de materia prima
aumenta su costo a razén de $1200.00 por cada computadora producida y por concepto de
mano de obra $ 350.0 por dicho producto. Calcular el costo total de la empresa si al final del
mes la produccion fue de 3,000 computadoras.

A6) El costo de fabricar 200 relojes de pared a la semana es de $7000.00 y el de 240 relojes de
pared a la semana es de $8000.00. Determina: a) la ecuacién de costos total, suponiendo
que varia linealmente. b) ;Cudles son los costos fijos y variables por unidad?

A7) Aunacompaiia farmacéutica le cuesta $ 22,000.00 fabricar 250 dosis de un medicamento,
mientras que producir 400 dosis le cuesta $ 35,000.00. Si el costo de produccién del medi-
camento varia linealmente con la cantidad producida, calcular: a) ;Cudnto cuesta producir
100 dosis del medicamento? ; b) los costos fijos de la compaiia.

A8) Una empresa produce y vende un producto a un precio de $620.00, si sus costos fijos men-
suales son de $ 35,000.00 y sus gastos por mano de obra son de $25.00 por producto y por
concepto de materia prima de $80.00 por producto, determina la utilidad mensual de la
empresa si su produccién y venta mensual es de 15,000 articulos. Ademads, calcula la pro-
duccién y venta minima para que la empresa no tenga pérdidas.

A9) Una compaiifa de transporte ptblico cobra $170.00 por transportar cierta mercancia 20
kilémetros y $200.00 por transportar la misma mercancia 25 kilémetros. a) Determine la
relacion entre la tarifa total y la distancia recorrida, suponiendo que es lineal. b) ;Cual es la
tarifa minima por transportar esta mercancia? c) ;Cudl es la cuota por cada kilémetro que
la mercancia es transportada?

A10) Un fabricante de videograbadoras advierte que a un precio de $2500.00 por unidad, las
ventas ascienden a 1000 videograbadoras al mes. Sin embargo, a $2000.00 por unidad, las
ventas son de 1400 unidades. Determine la ecuacién de demanda suponiendo que es lineal.

All) Un fabricante de ttiles escolares puede vender 3000 lépices al mes a $2.00 cada uno, mien-
tras que s6lo pueden venderse 2000 lapices a $2.50 cada uno. Determine laley de demanda,
suponiendo que es lineal.

A12) Una compaiifa de bienes raices posee un conjunto habitacional que tiene 100 departamen-
tos. A una renta mensual de $700, todos los departamentos son rentados, mientras que si
la renta se incrementa a $800 mensuales, sélo pueden rentarse 40 departamentos. a) Supo-
niendo una funcién lineal entre la renta mensual y el nimero de departamentos que pue-
den rentarse, encuentre esta funcidén. b) :Cudntos departamentos se rentardn, si la renta
mensual aumenta a $850? c) ;Cuéntos departamentos se rentaran, si la renta disminu-ye a
$650 mensuales?

A13) En el afio 2000 una familia compré una casa con valor de $ 250,000.00; en el afio 2007 la
casa fue revalorada en $ 380,000.00. Suponiendo que el valor de la casa crece linealmente
con el tiempo, determina: a) el valor de la casa en el afio 2003; b) ;A partir de que afio la casa
tendrd un valor superior a los $500,000.00 ?

A14) Una empresa comprd una méquina nueva por $25,000.00 Si se deprecia linealmente en
$2500.00 al afio y si tiene un valor de desecho de $4500.00, ;Cudl sera el valor V' de la ma-
quinaria después de tafios de uso y después de 6 anos de uso? ;Por cudnto tiempo conviene
tener la maquina en uso?



A15) Unvendedor de una empresa tiene un sueldo base semanal de $2500.00, y ademds por cada
articulo vendido recibe una comisién de $80.00. Determinar el salario semanal del vende-
dor cuando vende 2, 5, 7, 12 y hasta x articulos por semana.

A16) La poblacién infantil entre 4 y 14 afos de edad de un cierto pais decrecié de 24.5 millones
en 1985 a 21.7 millones en 1990.

a) ;Cuél fue la razén de cambio promedio en esta poblacién en el periodo dado?

b) Suponiendo una variacién lineal de la poblacién con el tiempo, determina una funcién
lineal que describa esta poblacion y en términos del afio x para el periodo dado.

A17) De acuerdo con los datos arrojados por una investigacién socioecondmica, el ingreso anual
para una familia en extrema pobreza integrada por cuatro personas fue de $5510.00 en
1990, $8420.00 en 1995 y de $13,360 en 2006.

a) Considere que x = 0 corresponde a 1990 y use los puntos (0,5510) y (16, 13360) para
encontrar un modelo lineal para esos datos.

b) Compara el ingreso dado por el modelo para 1995 con el ingreso real de $8420. 00 ;Qué
tan adecuado es el modelo?

c) ¢Qué tan exacto es el ingreso que da el modelo para 1985, cuando el ingreso real fue de
$38322

d) De acuerdo con este modelo, ;cual sera el ingreso anual para estas familias en el afio
2008?

A18) Delasiguiente tabla, y gréfica, obtenida experimentalmente donde se relaciona la distancia
en que un automovil se desplaza, después de frenar durante el tiempo medio de reaccidn,
para varias rapideces diferentes. Determinar:

A Distancia (m)
20
40 5 e
<0 10 10 / | 70 Rapidez (km/h)
60 15
70 20

a) La velocidad maxima v, a que el automévil debe desplazarse para que pueda pararse casi
instantdneamente (o sea cuando d = 0). b) La distancia en que el automévil pueda pararse
cuando viaja a una cierta velocidad v>vj. c) la distancia que recorre un automévil antes de
detenerse después de frenar, cuando viaja a 140 km/h.

A19) Un automévil, cuyo tanque de combustible tiene una capacidad de 60 litros, tiene un rendi-
miento promedio en carretera de 14 km por litro. Considerando el tanque lleno, determine:
a) La funcién que describe la cantidad de gasolina que hay en el tanque después de que el
automévil recorre x kilémetros por carretera. b) ;Cuél es el méximo kilometraje que puede
recorrer el automévil sin recargar el tanque? c) ;Cudntos litros de gasolina hay en el tanque



después de que el automovil ha recorrido una distancia de 0, 14, 28, 50 y 200 kilometros?
d) Represente gréficamente los resultados del inciso anterior, y a partir de dicha gréfica de-
termine los litros de gasolina que hay en el tanque después de que el automovil ha recorrido
una distancia de 100 y 300 kildmetros. e) ;Qué distancia ha recorrido el automévil después
de haber consumido 50.8 litros de gasolina?

A20) La grifica siguiente muestra la variacién de las ventas anuales (en unidades) de un cierto
producto. Como se puede observar las ventas crecen primero lentamente hasta un pico, se
mantienen constantes durante cierto tiempo y luego decrecen cuando el articulo pasa de
moda. a) Calcula la pendiente o razén de cambio promedio anual en las ventas para los si-
guientes intervalos de tiempo en afos: [1,2],[1,4],[4,7],[7,9], [9,10],[10, 12] y [7, 12];
b) Con la hipétesis de que la variacién de las ventas es lineal para los intervalos [ 1, 4], [4, 7]
y [7, 12], determine la funcién lineal correspondiente para estos intervalos.
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Propésito de unidad

Resuelve y aplica las inecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales

en la formulacién y resolucién de problemas de su vida cotidiana,

y de algunas dreas de las ingenierias y las ciencias.

Contenido

Desigualdades e inecuaciones lineales: Introduc-
cién. Orden en los numeros reales y propiedades
de las desigualdades. Intervalo, tipos de intervalos.
Definicién y resolucion de inecuaciones lineales con
una variable. Representacion del conjunto solucién
por medio de intervalos. Definicién y resolucién
(por el método gréfico) de inecuaciones lineales con
dos variables. Interpretacion geométrica de la solu-
cién de una inecuacidn lineal con dos variables. De-
finicién y resolucién (por el método grafico) de un
sistema de inecuaciones lineales con dos variables.

Aplicaciones de las inecuaciones lineales.

Sistemas de ecuaciones lineales de 2X2 y de 3X3:
Planteamiento (y resolucién de problemas) que den
origen a sistemas de ecuaciones lineales. Definicio-
nes y conceptos basicos de las ecuaciones y siste-
mas de ecuaciones lineales. Evaluacidn, tabulacién,
interceptos y representacion grafica de ecuaciones
lineales. Interpretacion geométrica de la solucién
de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos in-
cognitas. Método gréfico de resolucién de sistemas
de dos ecuaciones lineales con dos variables. Méto-
dos analiticos de solucién (suma-resta, sustitucion,
igualacién y determinantes) de sistemas lineales de
2X2 y de 3X3. Planteo y resolucién de problemas
que conducen al planteo y solucién de sistemas de

ecuaciones lineales.

Indicadores de desempeiio

1)

2)

3)

5)

6)

En esta unidad debe lograrse que los alumnos

sean capaces de:

Reactivar sus conocimientos y habilidades sobre el
orden y los intervalos en los numeros reales y apli-
carlos en las desigualdades e inecuaciones lineales.
Localizar y/o representar pares ordenados en el
plano coordenado, asi como determinar las coor-
denadas de un punto representado en un sistema
de coordenadas.

Conocer los conceptos bésicos concernientes a
las inecuaciones lineales y, resolver inecuaciones
lineales con una variable y con dos variables (apli-
cando el método grafico). Ademds, de plantear y
resolver problemas que se resuelven mediante
inecuaciones lineales.

Conocer los conceptos basicos concernientes a los
sistemas de ecuaciones lineales.

Resolver sistemas de ecuaciones lineales aplican-
do los métodos gréfico (para sistemas de 2x2) y
analiticos (de suma-resta, sustitucion, igualacién
y por determinantes) para sistemas de 2x2 y 3x3.
Ademds de plantear y resolver problemas que con-
duzcan a la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales.

Resolver y aplicar sistemas de inecuaciones linea-
les.




unidad

Actividad preliminar: ¢ Qué es una desigualdad o
inecuacion? ¢Qué es un sistema de -

ecuaciones lineales
Ver los siguientes videos:
http://www.youtube.com/watch?v=SPIxEjqOxUQ
http://www:youtube.com/watch?v=eMug3FESoOZk

En esta unidad profundizaremos en la relacién de orden R en a través del estudio de sus propiedades
y su aplicacion en la resolucion de desigualdades y/o inecuaciones. Y pondremos énfasis especial en el
planteo y resolucion de problemas matematicos y extra-matematicos que requieren de modelos mate-
maticos como las inecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales.

2. II Desigualdades, intervalos y relaciones de orden en ‘R

Interpretacion y representacion de desigualdades

Como ya sabes, la desigualdad x <2 denota todos los nimeros reales menores o iguales a 2, tal como se
muestra en la figura siguiente:

2 -1 0 1 2 3 4 X

La desigualdad -2 < x < 3 significa que x > -2 y x < 3. Esta “doble” desigualdad comprende a todos
los nimeros reales entre -2 y 3, incluyendo -2 pero sin incluir 3, tal como se muestra en la siguiente

figura:

-3 2 -1 0 1 2 3 4 X
Las desigualdades, como ya estudiaste, se pueden utilizar para representar conjuntos de nimeros
reales. Por ejemplo:

» y es no negativo. Esto significa que y es mayor o igualdad que cero, lo que puede escribirse
como: y 2 0.



» z es negativo y mayor que —3. Como “z es negativo” puede escribirse z < 0 y “z es mayor que
-3” puede escribirse como -3 < z. Combinando estas dos desigualdades se obtiene la doble
desigualdad: -3 <z <0.

» wno es mayor que 25. Esto significa que w es menor o igual que 25, lo que se escribe como:
w < 28.

> res mayor que Sy menor o igual que 12. Tenemos dos desigualdades: 5 < ry r <12, lo que se
escribe como: S < r<12.

En Matemiticas I estudiaste que las propiedades basicas de las desigualdades son:

Ley de tricotomia: para cualesquiera dos nimeros reales a y b, inicamente es posible una de las

tres relaciones: a=b ; a<b 0 a>b
En particular, para todo nimero real a, se cumple una y sélo una de las siguientes proposiciones:
a=0 ) a<0 o a>0

Propiedades de orden en ‘R. Sean g, b, ¢, d numeros reales, entonces:
* Propiedad transitiva: Sia < by b < centoncesa < ¢
* Suma de desigualdades: Sia <byc<dentoncesa+c<b+d

* Suma (resta) de una constante: Sia < bentoncesa+c<b+c

* Multiplicacién (division) por una constante:
Parac>0,sia<b,entonces: a-c<b-c (a/c<b/c)

Parac<0,sia< b, entonces:a-c>b-c (a/c>b/c)

Nota: Estas propiedades son validas también en los casos en que el signo < (menor que) se reempla-
zapor>,<o02>.

En los siguientes ejemplos se muestran algunas propiedades de las desigualdades:

Si7 >3 entonces7+4>3+4 (suma de la constante 4)
Si6 > 4 entonces 18 > 12 (multiplicacién por 3 > 0)
Si3<SyS5<7entonces3 <7 (transitividad)

Si 8 < 10 entonces —16 > —20 (multiplicacién por -2 < 0)
Sim > n entonces 3m > 3n (multiplicacién por 3 > 0)
Sia>by4>3entoncesa+4>b+3 (suma de desigualdades)
Sia > bentonces —a < -b (multiplicacién por -1 < 0)
Six>yentoncesx—-5>y-5 (restade S)

Si21 > 7 entonces -3 < -1 (divisién por -7 < 0)



A partir de estas propiedades basicas se puede demostrar que:

1) Sia>0,entonces: 1/a>0.Ysia <0, entonces: 1/a < 0.

2) Sia-b>0,entonces:a>0yb>0,0bien,a<0yb<0.
Sia-b<0,entonces:a>0yb<0,o0bien,a<0yb>0.

3) a-b=0si,ysélosi,a=00b=0 (Nota: esta propiedad se aplica en la resolucién de ecuaciones
de segundo grado por factorizacién)

4) Seana>0,b>0;sia>b,entonces: 1/a<1/b.

S) Seana>0,b>0,c>0,d>0;Sia<byc<d, entonces:a-c<b-d.

Actividades de aprendizaje

Demostrar que:

Al)Seana >0, b > 0, entonces: (a+b)?2>a2+b?
A2)Seana >0, b > 0, entonces: %+%> 2
A3)Seana > 0,b >0, a % -b, entonces: aLb > - 5’_ :
A4)Si x > 0, entonces: x +%2 2

. , a,sia=0
Si a es un niimero real, entonces el valor absoluto de a es: |a| = ]
-a,sia<0
17/25|=7/25
|5]=5
|-S|=-(-5)=5

Ejemplos

En consecuencia, el valor absoluto de un numero real es o bien positivo o bien cero. Mds aun; 0 es el
tnico nimero real cuyo valor absoluto es cero; asi |0|= 0.

x,six>0
Por tanto, si x es un namero real, entonces: |x| =1 0,six=0
—x,six<0

Sean a'y b numeros reales, entonces: 1. [a| 20  2.|-a|=|a| 3.|a-b|=|a||lb] 4 ‘%|=|% ,b#0

A partir de la definicién de valor absoluto de un nimero real, se puede definir la funcién valor ab-
soluto f (x) = |x|, con dominio R y con conjunto imagen R".



f:‘.R—)iR+

\ 1Y

flx)=|af |0
La gréfica (ver figura de la derecha) esté constituida por las semi-
rrectas y =x y y = —x con origen comun el punto (0, 0).

Notas:

Si x es un nimero real también se puede definir valor absoluto de x como: |x| = Vx? pues, como ya
se estudi6, Vx? siempre es positivo.

Eemplo | [-2[=V(-2)2=V4=2 |s|=(5)2 =25 =5

De igual manera, si x es un nimero real se puede definir valor absoluto de x como:
|x| = méximo {x, — x}
iObserve que no necesariamente x es mayor que —x, en caso de que x < 0, su opuesto — x > 0 y en este
caso —x es el mdximo!
Ejemplo | |-2|= méximo {-2, —(-2)} = méximo {- 2,2} =2
|5|= méximo {3, -5} =§
Cualquiera de las diferentes formas analiticas de definir la funcién valor absoluto de R en R* son

equivalentes y naturalmente la grafica siempre es la misma; de hecho la grifica es unica y determina de
forma univoca la funcién.

El valor absoluto puede utilizarse para definir la distancia entre dos nimeros de la recta real. Por ejem-
plo, la distancia entre -3 y 4 es:

[4-(=3) | =17|=7 6 |(-3)-4|=|-7|=7

como se muestra en la figura:

& 7 AN

LN 7!

| 4 | | | | | | Py
T T T T T

L3
4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 X

Por tanto, si 4, b son niimeros reales. La distancia entre ay bes: d(a,b)= |b—a| = |a - b|

Ejemplo | La distancia entre -3 y el origen es: d (-3,0) = |-3-0| = |-3|=3

La distancia entre cualquier niimero real x y el origen es |x — 0|=|«|, es decir, |x| sefiala la distancia
de x al origen en la recta numérica.



I) Sik>O0y|x|=kentoncesx=kox=-k
II) Seak> 0, x| < k equivale a: ~k < x'y x < k, 0 sea, -k < x < k, cuya interpretacién geométrica es:
L v A\
\ v /
—k 0 k
III) Sea k> 0, |x| > k equivale a: x < — k 0 x > k, cuya interpretacion geométrica es:

_2 0 k X

% 4

Ejemplo a) |x|=7 entonces x=7o0x=-7
b) || < V2 entonces ~2<x<V2
c) |«|>11 entonces x<-11 o x> 11
d) |x| <6 entonces -6<x<6
e) |x|>m entonces X<-ToxX>T

Ejemplo | Determinar los valores de x, donde se cumple: |4x 5| = 13.

Resolucion: Si |[4x —5| = 13, se tiene Comprobacién:

que: |4(9/2) - 5|=13 |4(-2) - 5|=13
4x-5=13 o 4x-5=-13 18- 5| =13 85| =13
4x=13+5 4x=-13+5 113 = 13 -13| =13
x=18/4 x=-8/4
x=9/2 x=-2

La igualdad se cumple parax, =9/2 y x,=-2.

Actividades de aprendizaje para resolverse en equipo

A1) Evaltia la expresion:
7 -4
2)|-6| V-6ls| o7 9l 9 pson
A2) Coloca el simbolo correcto (<, > 0 =) entre los nimeros:

a) |11 -1 b) =[S ¢) =7[_-17]
d) -3 1-3| e) —|-4|[]-|4| £) |-12|J/9]



A3) Encuentre la distancia entre a y b:
a)a=37,b=53 b)a=-37,b=-53 c)a=37,b=-53
d)a=16/5b=98/15 e)a=11.25b=-7.65 fla=-5,b=mn
A4) Usa notacién de valor absoluto para describir la situacién:
a) La distancia entre x y 7 no es mayor que S .
b) La distancia entre x y -8 es al menos 4.
c) y esté por lo menos S unidades a partir de 0.
d) y estd cuando mucho 3 unidades a partir de c.
AS) Haz la representacién gréfica de las siguientes expresiones:
a) |x| < 4 b) |x| >3 c) [x-35]>2 d) [x-6]<3

A6) Encontrar los valores de x, donde se cumple: |2x + 4|= 6

Los intervalos son muy ttiles porque nos permiten interpretar y representar el conjunto soluciéon de una
desigualdad o inecuacién. Por esta razén, aunque ya los estudiaste en Matematicas I, hacemos aqui un
repaso de ellos.

Sean a y b nimeros reales tales que a < b, el conjunto de todos los valores de la variable x (x toma
valores reales) comprendidos entre a y b, se llama intervalo.

El intervalo es un subconjunto de R que no tiene “huecos”, esto es, si un intervalo tiene por valores
extremos a y b, si ¢ es un nimero real tal que a < ¢ < b, ¢ pertenece necesariamente al intervalo. Esto
significa, geométricamente, que un intervalo con extremos a y b se representa por un segmento de la
recta real, con los puntos a y b como extremos, los extremos se incluyen o no (pueden pertenecer o no
al intervalo) segtin sea el caso. Los intervalos se denominan cerrado, abierto o semiabierto, segin con-
tengan o no los extremos del intervalo.

Sean a y b numeros reales tales que a < b. Los siguientes intervalos en la recta real son intervalos limi-
tados. Los puntos a y b son los puntos extremos de cada intervalo.

Notacion Tipo de intervalo Desigualdad Grafica

[a,b] Cerrado a<x<b —WW%

(a,b) Abierto a<x<b —HA—

a b
[a,b) Semiabierto alx<b —E%W%—’
a

(a, b] Semiabierto a<x<b —WW%ﬁ—’
a



Notese que un intervalo cerrado también contiene sus puntos extremos, que un intervalo semia-
bierto contiene sélo uno de sus puntos extremos, y que un intervalo abierto no contiene ninguno de
sus puntos extremos, en todos los casos se trata de segmentos de la recta real.

A veces la solucién de una desigualdad (el conjunto de todos los nimeros reales que satisfacen la des-
igualdad) es un intervalo en la recta real que es ilimitado; por ejemplo, el intervalo de todos los nimeros
positivos es ilimitado.

Sean a y b nimeros reales. Los siguientes intervalos en la recta real son intervalos ilimitados.

Notacién Tipo de intervalo Desigualdad Griéfica

[a, o0) Semiabierto x>a —W
(a, ) Abierto x>a — s —

(—o0, b] Semiabierto x<b ﬁ%%%%%ﬂ—’
(=00, b) Abierto x<b <>

(—o0, 0) Toda la recta real -0 <x <0 %

Los simbolos oo (infinito positivo), —o (infinito negativo) no representan numeros reales. Sélo
son simbolos ttiles para describir lo ilimitado de un intervalo, como (1, ®), esto es, que este intervalo
no estd acotado superiormente.

En los cuatro primeros casos el intervalo se representa graficamente por una semirrecta de la recta
real (en unos casos contiene y en otros no el origen de la semirrecta), la semirrecta no tiene “huecos”.
En el ultimo caso el intervalo es todala recta real, cualquieraseax (x € R) es solucién de la desigualdad.

Ejemplos sobre Intervalos y desigualdades:

Escribe una desigualdad para representar cada uno de los intervalos e indica si el intervalo
es limitado o ilimitado.

) (-3,5]  b)(3o) J[02] (4] (79 [0

Resolucion:

a) (-3,5] correspondea -3<x<$5 Limitado
b) (-3, %) correspondea -3 <« Ilimitado
c) [0,2] correspondea 0<x<2 Limitado
d) (—o0, 4] correspondea x<4 Ilimitado
e) (-7,9) correspondea -7<x<9 Limitado
f) [0,0) correspondea x>0 Ilimitado

iEn todos los casos haz la representacion grafica!



Actividades de aprendizaje

Utilizar la notacién de valor absoluto para definir cada uno de los siguientes intervalos (o par de in-
tervalos) en la recta real.

Al) -2<x<2
A2) x<-2yx>2
A3) x<6y x>12
A4) -6<x<2

Las desigualdades que contienen variables reciben el nombre de inecuaciones (aunque en esta uni-
dad utilizaremos indistintamente los términos inecuacién y desigualdad). Son ejemplos de inecuacio-
nes las siguientes:

26+3<7;x*+3>5x;4x+3y=>12
Solo estudiaremos algunos tipos de inecuaciones que contienen una variable.

Los procedimientos para resolver inecuaciones son muy semejantes a los de las ecuaciones. Para
aislar la variable, usamos las propiedades de las desigualdades. Estas propiedades son similares a las de
laigualdad, pero hay dos excepciones importantes. Cuando ambos lados de una desigualdad se multipli-
can o dividen por un nimero negativo, el sentido del simbolo de desigualdad debe invertirse.

Ejemplos a) -2<5 Desigualdad dada.
(-3)(-2) > (-3)(S) Multiplicar ambos lados por -3 e invertir la

6>-15 desigualdad.

b) 8>2 Desigualdad dada
% > % Dividir ambos lados por -2 e invertir la
-4<-1 desigualdad.

Al igual que en una ecuacién, una inecuacion se resuelve en la variable x encontrando todos los va-
lores de x para los cuales se cumple la desigualdad. Tales valores son soluciones y las soluciones satis-
facen la desigualdad. El conjunto de todos los nimeros reales que sean soluciones de una desigualdad
conforma el conjunto solucién de la desigualdad. Dos desigualdades que tengan el mismo conjunto
solucién son equivalentes.

Los conjuntos solucién de muchos tipos de desigualdades estdn formados por intervalos en la recta
real.

Para resolver inecuaciones son validos los mismos pasos que para resolver ecuaciones:

»  Suprimir paréntesis.



»  Quitar denominadores.

» Pasar sumandos de un miembro a otro (estd sumando, pasa restando; estd restando, pasa su-
mando).

» Pasar factores o denominadores positivos de un miembro a otro (estd multiplicando, pasa divi-
diendo; esta dividiendo, pasa multiplicando).

La unica diferencia es que, cuando la incégnita estd multiplicada o dividida por un niimero negativo,
por ejemplo en: —3x < 11. Se cambia el signo en los dos miembros y se invierte el sentido de la desigual-

dad:
3Bx<11 = 3x>-11 = x>-11/3

Estos pasos se basan en las propiedades de las desigualdades ya estudiadas. Recuerde que todas las
propiedades de las desigualdades se cumplen si el simbolo < se cambia por <. En definitiva, resolver una
inecuacién es reemplazarla por una cadena de inecuaciones equivalentes, hasta llegar a una en que la
incognita queda despejada. La aplicacion de las propiedades de las desigualdades nos permite construir
tal cadena de inecuaciones equivalentes.

. S 3x
Ejemplo Resuelve la inecuacién: 1 ~5 >x—4

Resolucidon:
2-3x>2x-8 Multiplica ambos lados por 2 para quitar denominadores.
-3x >2x-10 Resta 2 en ambos lados
-Sx>-10 Resta 2x en ambos lados
x<2 Divide ambos lados entre —§ e invierte la desigualdad.

Por tanto, el conjunto solucién son todos los nimeros reales menores o iguales que 2, la notacion de
intervalo serd: (-0, 2], cuya gréfica es:

2 0 2 4 X

Comprobar el conjunto solucién de una desigualdad no es tan sencillo como la solucién de una
ecuacion; por lo general, hay demasiados valores de x para sustituir en la desigualdad original. Sin em-
bargo, podemos obtener un indicio de la validez del conjunto solucidn si se sustituyen unos pocos valo-
res convenientes de x. Por ejemplo, comprobemos que x = 1 satisface la desigualdad original y que x = 3
no la satisface.

Ejemplo Resuelve la desigualdad: 4x - 3 <2x + 7
Resolucion:
4x-3<2x+7 Desigualdad dada
4x<2x+ 10 Suma 3 en ambos lados
2x< 10 Resta 2x en ambos lados
x<10/2 Divide ambos lados entre 2

x<S5 Conjunto solucién



Respuesta: (-0, 3) gréfica: <Apttmpmsmp————

20 S X

Resuelve la inecuacién: S(x —1) + S<7 (x +2)

Ejemplo
Resolucion:
S(x-1)+5<7(x+2) Desigualdad dada.
Sx-5+5<7x+ 14 Elimina paréntesis
Se<7x+ 14
2x<14 Resta 7x en ambos lados
x>-7 Divide ambos lados entre -2 e invierte la desigualdad.

Respuesta: (=7, 0) gréfica: ——LApaspssstspprsmpstristonsbss>
7

0 S X
A veces resulta conveniente escribir dos desigualdades como una desigualdad doble. Por ejemplo,
puedes escribir las dos desigualdades -8 <3x - S y 3x - S <7 en una forma mds sencilla: -8 <3x -5 < 7.

Esta forma te permite resolver juntas las dos desigualdades dadas.

Ejemplo Resuelve la desigualdad doble: -8 <3x-5<7
Resolucion: -8<3x-5<7 Desigualdad dada
-3<3x<12 Suma S alas tres partes
-1<x<4 Divide entre 3 y simplifica

El conjunto solucién estd formado por todos los numeros reales que sean mayores o iguales que -1y
menores que 4. En notacion de intervalo: [-1, 4), cuya grafica es:

e ——————

-10 4 X
Ejemplo Resuelve la inecuacién: -3 + 2x <4 -Sx < 6 + «
Resolucion lado izquierdo: Resolucion lado derecho:
-3+2x<4-5x 4-Sx<6+«x
2x+Sx<4+3 -Sx-x<6-4
Tx <7 -6x<2
x<1 x>-1/3
Conjunto solucién: -1/3 < x < 1. En notacién de intervalo: (-1/3,1).
1A A . | | ( 4 I yi) ) | >
Representacion gréfica: i ; D — %,

Recuerda que si k > 0, entonces:

|| <k si, y solo si, ~k<x<k



|| = & si, y solo si, x<-k o x>k

El signo < se puede sustituir por < (respectivamente > por >). Estas reglas seran utilizadas en la solu-
cién de inecuaciones que contienen valores absolutos.

Ejemplo Resuelve la desigualdad: |2x -5| < 4

Resolucion:

|2x-5| <4 Desigualdad dada
-4<2x-5<4 Desigualdades equivalentes
-4+5<2x-5+5<4+5 Suma 5 alas tres partes
1<2x<9

1/2<x<9/2 Divide entre 2 y simplifica

En notacién de intervalo: (1/2,9/2)

Representacion gréfica: %WW
01 9 X

2 2

Ejemplo Resuelve la inecuacion: |3x - 9| >12

Resolucion:

|3x-9| =12 Desigualdad dada

3x-9212 o 3x-9<-12 Desigualdades equivalentes
3x-92>12 3x-9<-12 B

3> 1249 3x<-12+9 :

3x>21 3x<-3 :

x>21/3 x<-3/3 :

x27 x<-1

La solucién de la inecuacién consta de dos intervalos [7, o) y (-0, —1]. Utilizando la notacién con-
juntista el conjunto solucién es: (-o0, -1] U [7, 0)

Representacion grafica: <sppmppppA—+————————F %%W%

10 7

Una aplicacién interesante de las inecuaciones es hallar el dominio de una expresion algebraica irra-
cional.

Ejemplo | Hallar el dominio de las expresiones siguientes, teniendo en cuenta que estas expresiones
toman valores reales:

a)Vx+$ b) V7 - 2x c) V64 — 4x2

Resolucidn:

a) Laexpresion Vx + S estd definida en R para las x tales que x + 5 > 0, 0 sea, x > -5, luego el domi-
nio de la expresion es [-S5, ©).



b) La expresién V7 — 2x estd definida en R para las x tales que 7 — 2x > 0, 0 sea, —2x> -7, 2x < 7,
x<7/2=3.5,luego el dominio de la expresién es (o0, 3.5]

c) LaexpresionV64 — 4x2 estd definida en R para las x tales que: 64 — 4x2>0
64-4x220
16 -x22>0 Divide ambos miembros entre 4
(4-x)(4+x)>0 Factoriza
Numeros criticos: x; = -4 y x, =4
Intervalos de prueba: (-0, -4) , (-4,4) y (4,0)

Una prueba demuestra que 64 — 4x> > 0 para —4 < x < 4. Por lo tanto, el dominio de la expresion
64 — 4x2 es el intervalo [-4, 4].

Un sistema de inecuaciones lineales con una incégnita es un conjunto formado por dos o mds inecua-
ciones, cuyo conjunto solucion del sistema es la interseccion de los conjuntos soluciones de todas y cada
una de las inecuaciones del sistema.

Por tanto, para resolver analiticamente un sistema de inecuaciones lineales con una incégnita prime-
ramente se resuelve cada inecuacion por separado, y después se determina la interseccion de los conjun-
tos soluciones de éstas el que sera el conjunto solucion del sistema.

Fiemplo | Resolver el sistema 24321 ; >
Jemp —x+2>-1 -1
Resolucion: < 3
2w+3>1 = 2w>1-3 = x>123-_1 ) X
x+22-1=> 2+12x = 32x < x<3

Por tanto el conjunto solucién del sistema es el conjunto o intervalo: [-1, 3].

\J

2+3>1 i ]
—x+2<-1 1

Ejemplo Resolver el sistema {

Y

Resolucion:

w

[P S
Y

w

[ P ——

2

2x+3>1 = 24>1-3 = x>1=3_-_3
x+2<-1=>2+41<x = 3<x & x>3

Por tanto el conjunto solucién del sistema es el conjunto o intervalo: (3, ).

A

Ejemplo Resolver el sistema [Zx +3< 1] N .

-x+6>3

Y

Resolucion:

2x+3<l = 2x<1-3 :>x<%:_1
X+6<3 = 6-3<x = 3<x & x>3

Por tanto el conjunto solucién del sistema es el conjunto vacio, o no tiene solucion.



Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Resolver las siguientes inecuaciones:

1)3x+7<14 2)4z->9z+12 3)6p+3<2p+15
4)3(1-y)>Sy 5)S-(2+y)>-9 6)S5(x-4)+6<5-x«

7) —2—11—;rZ <% 8)0.5x+0.1<21-01x  9) 3‘2””—1747< m;3_2m4+3
10)%3_2>%1 11)-10<2-2<—4 12)%>1;54lz%
13)0<2_§4Zs% 14) ~4<3x+5<8 15)1g%§3

16) S<x-4<2-x 17)Sx-2<10x+8<2x-8 18)6x+7>2x+5>x+2
19) [x+3|>5 20) |2x- 4| =3 21) |3x-8|>12

22) [24-3| <6 23) [2x-5| < 4 24) %F 2

A2) Resolver los siguientes sistemas de inecuaciones lineales:

4x+2 <10 —x-2<7 4w+2<10 x-2<0
D {—x+1>5} 2) {—x+1>—8} 3) {w+325 } 4 {x+1>4}

La solucion de diversos problemas da origen al planteamiento de inecuaciones. Esto es, la modelacién
matemdtica para la solucion de determinados tipos de problemas se realiza con la utilizacién de inecua-
ciones. Las inecuaciones tienen muchas aplicaciones en el campo de otras ciencias y en situaciones
précticas.

Por ejemplo, las mediciones (de longitud, masa y tiempo) son bésicamente aproximaciones, que se
obtienen dentro de un rango de valores en dependencia de los instrumentos de medicion y del sujeto
que los opera. Luego los resultados de las mediciones se expresan e interpretan a través de desigualda-
des.

En estos problemas suelen aparecer frases como: “al menos”, “alo sumo”, “menos (més) que”, “no més
(menos) de”, “valor (ntimero) minimo (m4ximo)”, “como méximo (minimo)”, etcétera. Si se presentan
algunas de estas frases, entonces el modelo matematico apropiado para el problema puede ser construi-
do con el uso de inecuaciones.

Los ejemplos siguientes muestran la forma de elaborar tal modelo.

. Qué numeros satisfacen la condicion “seis mds el triple de un nimero es menor o igual a
Ejemplo ) , »
dicho numero”?

Resolucidn:

Planteamiento de la desigualdad: 6+ 3x<x
6+3x-6-x<x-6-x
2x< -6
x<-6/2=-3



Comprobaciéon: Evaluemosen x=-4 6+3(-4)=-6<-4
x=-3 6+3(-3)=-3<-3
x=-2 6+3(-2)=0>-2

Respuesta: Los niimeros que satisfacen la condicién son todos los reales del intervalo (—o0, -3].

El perimetro de un rectdngulo es menor o igual que 44 metros. Si su ancho es 2 metros

Ejemplo menor que su largo, encontrar los maximos valores posibles del largo y del ancho.

Resolucion: Largo del rectangulo: x
Ancho del rectingulo: x — 2
Perimetro del rectingulo: 2(x - 2) + 2x
Planteamiento y resolucién de la desigualdad: 2(x - 2) + 2x <44
2x -4+ 2x< 44
4x <48
x<48/4

Six <12 entonces x — 2 < 10. De donde, el largo debe medir necesariamente menor o igual que 12 m
y el ancho alo sumo 10 m.
Comprobacién: 2(10) +2 (12) =20+24=44<44

Respuesta: Valores maximos posibles: Largo 12 m y ancho 10 m.
Un estudiante recibi calificaciones de 86, 75 y 80 puntos en tres pruebas. ;Cual deberd ser

su calificacién en una cuarta prueba para que su promedio en las cuatro pruebas sea como
minimo 822

Ejemplo

Resolucion: Comprobacidn:
Numero de puntos de la cuarta prueba: x 86+75 Z 80+87_ 33‘}8 =822>82

Promedio de las cuatro pruebas: 86+ 754:‘ 80 +x
Planteamiento y resolucién de la desigualdad:

86 +75 +80 + x> 82(4)

241 + x> 328

x=328 - 241 =87

Como dicha calificacién no puede exceder de 100 puntos, entonces la calificacion en la cuarta prue-
ba para alcanzar el promedio fijado debera ser desde 87 puntos hasta 100 puntos (87 < x <100).

Respuesta: La calificacion de la cuarta prueba debe ser mayor o igual que 87 puntos.



Un fabricante de lamparas realiza gastos mensuales por $12,000.00 que incluyen salarios,

Ejemplo costos de operacion de la planta y renta de la sala de exhibicion. Si se vende cada ldmpara
en $85.00 y el material que se ha usado en su produccién cuesta $30.00 ;Cudntas lamparas
debe hacer y vender cada mes de manera que obtenga una ganancia minima de $4,500.00
por mes?

Resolucion:

Diferencia entre precio de una limpara y costo del material utilizado: $55.00.
Cantidad de lamparas por mes: x
Diferencia entre precio-costo material del total de [dmparas: x(55)
Planteamiento y resolucién de la desigualdad:
S8x=>12000 + 4500
12 000: gastos generales mensuales (no incluye insumos materiales)
4 500: ganancia minima.

S5Sx =16 500

16 500
x> 35

x>300 ;Compruébelo!

Respuesta: Debe fabricar y vender como minimo 300 limparas mensuales para obtener una ganan-
cia minima de $4,500.00 por mes.

Un auto puede rentarse en la Compania A por $180.00 a la semana, sin cargo extra por
kilémetros recorridos. Un auto similar puede rentarse en la Compania B por $100.00 a la
semana, mds 20 centavos por kilémetro recorrido. ; Cuantos kilémetros debe recorrer una
persona para que la renta en la Compania A sea menor que en la Compania B?

Ejemplo

Resolucion:
Numero de kilémetros recorridos en una semana: n
Costo semanal en la compania A: $180.00
Costo semanal en la compaiia B: $100.00 + 0.20 n (pesos)
Planteamiento y resolucién de la desigualdad:
100+ 0.2 n > 180

0.2n> 80

80
>0.2

n>400 jCompruébelo!

n

Respuesta: El carro de la Comparnia A es mds barato si la persona piensa viajar mas de 400 kiléme-
tros en una semana.

Nota: Si rento el auto para viajar a Mazatlin desde Culiacdn, me resulta rentarlo a la Compania A,
puesto que la distancia entre ambas ciudades es 220 km, sélo el viaje redondo rebasa los 400 km, sin
contar el desplazamiento dentro de Mazatlan.



El presupuesto de Maria no le permite gastar mds de 900 pesos para la compra de 3 ves-

Ejemplo tidos y 2 blusas. Todos los vestidos tienen el mismo precio e igual ocurre con las blusas, y
el precio de un vestido es el doble que el de una blusa. ;Cudnto es lo maximo que puede
pagar por cada vestido y cada blusa para mantenerse dentro del presupuesto?

Resolucion:
Precio unitario vestido: x Precio unitario blusa: x/2
Planteamiento y resolucion de la inecuacién: 3x+2(x/2) <900
3x+x<900
4x <900

x<900/4 =225
Entonces precio de una blusa: x/2 <225/2 = 112.50
Comprobacién: 3(225) +2 (112.50) = 675 +225=900<900
Respuesta: Lo maximo que puede pagar por cada vestido es $225.00 y por cada blusa $112.50.

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) ;Qué nimeros satisfacen la condicién: “7 menos la quinta parte de un nimero es mayor o
igual que dicho niimero™

A2) ;Qué ntimeros satisfacen la condicién: “4 mas la tercera parte de un ntimero es menor o
. . 7 »
igual que el doble de dicho niumero™?

A3) Silatemperatura en el artico en un periodo de 24 horas varia entre — 49 °F y 14 °F. ;Cudnto
varia en grados Celsius si °F =9/5 °C + 322

A4) En un experimento de Quimica, la solucién de 4cido clorhidrico debe mantenerse de tal
forma que su temperatura no sea menor que 28 °C ni mayor de 37 °C. ; Cudl serd la variacién

de la temperatura en grados Fahrenheit? °C = 5/9 (°F - 32)
AS) De acuerdo con la ley de Hooke, la fuerza “F” (en libras) que se requiere para estirar un

resorte “y” pulgadas més de su longitud natural estd dada por F = (4.5) 5. Si 8 <F < 16, ;cudl
es la variacion correspondiente de y?

A6) Laley de Boyle para cierto gas dice que pr=200, donde p denota la presién (libras/pulga-
das2) y V denota el volumen (pulgadas3). Si 30 < V< 60, ;cudl es la variacién correspon-
diente de p?

A7) Se mide el lado de un cuadrado y la lectura indica 10.4 pulgadas, con un posible error de
1/16 de pulgada. Determina el intervalo que contenga el 4rea del cuadrado (entre qué valo-
res minimo y méximo) debido al error de medicién.

Sugerencia: x longitud verdadera del lado del cuadrado
|x-104| <1/16

x2 4rea del cuadrado



A8) Supongamos que compras una bolsa de naranjas a 0.95 pesos por libra. El peso marcado en
la bolsa es de 4.65 libras. Si la béscula que pesé la bolsa es precisa dentro de %2 onza (1/32
de libra). ;Cudnto se te pudo cobrar de menos, o de més?

A9) Una persona sabe que su peso normal, de acuerdo con su estatura, debe estar entre 60 kg y
65 kg. Ella calcula que si pesara 45 kg menos que el doble de su peso actual estaria entre los
limites normales. ;Entre qué limites esta su peso?

A10) Un equipo de baloncesto gané 16 juegos més de los que perdi6, no hubo empates. Si el
equipo jugd mas de 38 juegos y menos de 60 juegos. ; Cudntos juegos pudo haber perdido?

En la unidad anterior estudiaste las funciones lineales y = mx + n, que pueden reducirse a ecuaciones
lineales con dos variables de la forma ax + by + ¢ = 0 donde x, y son variables y a, b, c nimeros reales
dados. Las ecuaciones lineales con dos variables, como ya conoces, representan rectas del plano coor-
denado.

Se llama solucion de una ecuacién lineal con dos variables, al par de valores para los cuales la ecua-
cién se transforma en una igualdad. En general, toda ecuacion lineal con dos variables admite infinitas
soluciones, que son las coordenadas de los infinitos puntos de la recta que ella representa.

Llamamos sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables (o dos incégnitas) a dos ecua-
ciones de este tipo que pueden reducirse a la forma siguiente:

A+ by e, =0 = a+ by =d, Donde:a; #06b,#0;a,#06b,#0
a,x+by+c,=0 a,x+by=d,

Son ejemplos de estos sistemas:

2x+y+4=0  |y=4«x o |Sx+3y=5 2x=4-y
x-5y-5=0 x+y=2 x-4y=1 " |y=S§

Las soluciones de los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas son las soluciones co-
munes a las dos ecuaciones que lo forman.

Se llaman ecuaciones lineales con tres incégnitas a las ecuaciones que pueden reducirse a la for-
ma ax + by + cz+d =0 donde x, y,z son incdgnitas y g, b, ¢, d nimeros reales dados. Se denomina
solucion de una ecuacion de este tipo, a los tres valores respectivos de las incdgnitas para los cuales la
ecuacion se transforma en una igualdad.

Llamamos sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas a tres ecuaciones de este tipo
que pueden reducirse a la forma siguiente:



ax+by+cz+d=0 ax+by+cz=e Donde: en cada una de las ecuaciones
ax+by+cz+dy=0 < Jax+by+coz=e, no todos los coeficientes de las varia-
ax+by+cz+d;=0 ayx+ by +cz=e, bles son iguales a cero

Son ejemplos de estos sistemas:

3x+2y-z+3=0 Sx—6y+2z=-2 2x—y=11 x+3z=-3
x+3y+z-4=0 x+4y+3z=10 3x+5z=17 2y-z=12
2x-y+2z-5=0 3x+Sy+7z=13 2x+5y—-4z=-3 2x-y=1

Las soluciones de los sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incdgnitas son las soluciones co-
munes a las tres ecuaciones que lo forman.

En esta unidad resolveremos sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas y sistemas de
tres ecuaciones lineales con tres incognitas.

El conjunto solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables puede determinarse
graficamente. Para esto debes recordar que: “Toda ecuacién delaformaax + by +c=0conx,yeR;ayb
no simultineamente nulos representa una recta en el plano coordenado’, o sea, toda ecuacion de primer
grado con dos variables representa una recta en el plano.

El Método Grafico para resolver sistemas de dos ecuaciones lineales con dos variables, consiste
en representar graficamente las rectas cuyas ecuaciones forman el sistema y asi podemos determinar
las coordenadas de los puntos que son comunes (en caso que existan), las cuales forman el conjunto
solucion del sistema. Por lo general, las soluciones que se obtienen por este método son aproximadas.

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones por el método grafico.
x-3y=-2 (1)
2x-y=6 (2)

Ejemplo

Resolucion: Para resolverlo se despeja la variable y en
cada una de las ecuaciones y se encuentran dos puntos para
trazar cada recta (bastan sélo dos puntos para determinar
una recta), para esto se dan valores arbitrarios a x y a partir
de ellos se obtienen los valores de y. Como recordaras re-

"

sulta cdmodo hallar los puntos de interseccion de cada una (2,0) N
de las rectas con los ejes coordenado.s, esto ocurre cuando BRI N YN AR
x =0y y=0en cada una de las ecuaciones del sistema. (3,0)

-2

Asi, de x — 3y = -2; se tiene y = (x + 2)/3, de donde: 4
parax =0,y =2/3; yparay =0, x = —2; en consecuencia la -61 (0,-6)

recta r; pasa por los puntos (0,2/3 ) y (-2,0). /




Asi, también de 2x — y = 6; se tiene y = 2x — 6, de donde: parax =0,y = —6; y paray = 0, x = 3; por
tanto la recta r, pasa por los puntos (0, -6) y (3, 0).

Finalmente trazamos ambas rectas en un sistema de coordenadas:

El punto P de interseccion de las rectas r, y r,, tiene por coordenadas (4, 2). Comprobar que los va-
lores x =4,y = 2 satisfacen las ecuaciones (1) y (2) y que por tanto son la solucién del sistema.

Resuelve por el método grafico el siguiente sistema.
2x+y=S5 (1)
2x+y=10 (2)

Ejemplo

Resolucion: De la Ec. (1): parax =0,y =5; y paray = 0, oM
_ _ (0, 10)

x=5/2=2.5; por tanto la recta r, pasa por los puntos (0, 5) 8
y (2.5,0).

Y de la Ec. (2): parax =0,y = 10; y paray = 0, x = S; por (0'5)4-
tanto la recta r, pasa por los puntos (0, 10) y (5,0). Trazamos 2
ambas rectas en un sistema de coordenadas. (5,9 >

10-8 -6 -4 20 4\6 8 10

Elsistema estd representado por dos rectas paralelas, como 21 (250)
las rectas no se cortan en ningin punto, el sistema no tiene -4
solucion. O sea, no existe ningin par de valores que satisfaga -6
a ambas ecuaciones. -8

10 N 1y
Ejemplo Resuelve el siguiente sistema por el método grafico:
x+y=10 (1)
3x+3y=30 (2)
R ., B B B AY
esolucion: De la Ec. (1) parax =0, y = 10; y para y = 0, “l}) (0, 10)

x = 10; por tanto la recta r; pasa por los puntos (0, 10) y (10, 0). g

DelaEc. (2) parax =0,y = 10; y paray =0, x = 10; por tanto 6
la recta r, pasa por los puntos (0, 10) y (10, 0). ; (10,0)

Ambas rectas coinciden (las dos rectas se confunden en una x
sola), el sistema resulta representado por una sola recta. Esto se 121086 -4 20 2 468 10
debe a que las dos ecuaciones son equivalentes: los miembros -4
de la segunda ecuacién son respectivamente el triple de los de -6
la primera. Cualquier solucién de la primera ecuacién es tam- -8
bién solucién de la segunda, y en consecuencia del sistema. 1(2)

Ya que las rectas se “cortan” en todos sus puntos, el sistema
tiene infinidad de soluciones, si un sistema de ecuaciones lineales tiene dos soluciones diferentes, en-
tonces tiene necesariamente un ndmero infinito de soluciones.



ax+by+c¢=0
ay+by+c,=0 (81)
Sib, #0yb, #0 podemos expresar el sistema (S, ), después de despejar la y en cada ecuacién en la

Dado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables:

e |
IR
f L . 1 1
orma siguiente:
y = _&x — CZ
b,” by

Como ambas ecuaciones corresponden a rectas, podemos conocer las posiciones relativas entre ellas
analizando sus pendientes m; =—a,/b, y my=-a, / b,.

1. Si-a,/b,#-a,/b,(m,#m,),entoncesr, X r,y el sistema tiene solucién tnica ya que las rectas
se intersectan en un punto.

2. Si-a,/b,=-a,/b,(m,=m,) y —c,/b, #—c,/b, entonces r, / r, y el sistema no tiene solucién.

3. Si-a,/b,=-a,/b,(m;=m,) y —c,/b, = —c,/b, entonces r, y r, coinciden y el sistema tiene

infinitas soluciones.

Observa que en el primer caso los coeficientes de las variables de las ecuaciones no son propor-
cionales y en los otros dos casos si lo son (en el caso de infinitas soluciones todos sus coeficientes son
proporcionales, incluyendo los términos independientes).

En suma: para un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables, el numero de soluciones esta
dado por tres posibilidades:

Numero de soluciones Interpretacion geométrica

1. Exactamente una soluciéon < Las dos rectas se intersectan en un punto
2. No tiene solucién = Las dos rectas son paralelas.

3. Infinidad de soluciones = Las dos rectas son idénticas (coinciden)

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es consistente si tiene al menos una solucién (casos 1
y 3) y es inconsistente (o incompatible) si no tiene solucién (caso 2).

Si el sistema de ecuaciones tiene una sola solucién se llama determinado (caso 1), se dice que las
ecuaciones son independientes, y si tiene infinidad de soluciones se dice indeterminado (caso 3), las
ecuaciones se denominan dependientes.

A
/

\/
\/

Sistema consistente e Sistema inconsisten- Sistema dependiente; las
independiente (una te; lineas paralelas lineas coinciden (ntimero
sola solucién). (ninguna solucién). infinito de soluciones).



Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Determina cuéles de los siguientes pares numéricos son soluciones del sistema

a)

b)

c)

x+y=4
2—y=2

3x+2y+26=0

y=35x

Sy+x=0
12x-3y=3

(O) 1)5 (2) 2)3 ('2) _2)

(0) 0)5 (2') 5);' (_2) _10)

(5/63,25/63); (25/63,-5/63); (-1,0)

A2) En cada inciso agrega una ecuacién de modo que se obtenga un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos variables que tenga exactamente una solucién (inciso a), ninguna solucion
(inciso b) e infinitas soluciones (inciso c).
a)y=x+2 b) x +Sy=15 c)2x-3y= -1

A3) Resuelve gréficamente los sistemas de ecuaciones siguientes.

x+2y=38 2y=2x-8 x+2y=4 x=10-y

a) 2x+4y=16 b) x—y:4- ){2x+x=8 d) x:2+y

) x-2y=3-y f) 2x+3y=12 ) Sx+2y=10 h) 4x-5y=0

¢ x+y=9 4x + 6y =36 2.5x+y=S5 x+y=18

) 3x—-4y=6 ) 2x+4y=1
x-y=1 Vo 4n+ 8y=35

A4) Determina el valor de a para que los sistemas siguientes tengan una o ninguna solucién:

x+ay=0 ax—6y =19

al){2x+4y=3» w{w-y:o

El método gréfico para la solucion de sistemas de ecuaciones tiene alcance limitado: en caso de no ser
“soluciones exactas” (lo que es perfectamente legitimo e inclusive més cercano a la realidad), el método
grafico no permite calcular exactamente la raiz. Ademds, si me interesa estudiar un tipo especial de solu-
cién, por ejemplo: racional, entonces la “recta completa” no me sirve para representar la situacion, sélo
me interesarian los puntos con coordenadas “racionales”

Este método también tiene sus ventajas, si s6lo me interesa conocer los signos de los valores de la
solucion, seria el mejor método, pues obtendria la respuesta sin necesidad de trabajo algebraico.

Los comentarios anteriores brindan una justificacién para que a continuacién estudiemos diferentes
métodos analiticos (o algebraicos) para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, ya que median-



te estos podemos encontrar con mayor precision las soluciones reales (particularmente las no enteras)
de dichos sistemas.

La esencia de estos métodos radica en la obtencién de una ecuacién con una sola variable a partir de
las dos ecuaciones con dos variables que forman el sistema. Al resolver esta ecuacion hallamos el valor
numérico de una de las variables. El valor de la otra variable lo obtenemos sustituyendo el valor numé-
rico hallado en una de las dos ecuaciones del sistema.

A continuacidn ilustraremos estos métodos por separados, sin embargo, es importante que en la
préctica se sepa apelar a cualquier método o combinarlos para resolver un problema.

Resuelve por el método de igualacion el sistema siguiente:
2w+3y=23 (1)
Sx-2y=10 (2)

Ejemplo

Resolucion: Primero se despeja la misma incognita en las dos ecuaciones. En este caso despejemos

xen(1)y(2).

De(1): 2x=23-3y = szfz (3)
De (2): Sx-2y=10 = szJsrzZ (4)

Segundo: Se igualan las dos ecuaciones despejadas, con lo que se obtiene una ecuacién con una
incégnita. Igualando (3) y (4).
23-3y _10+2y
2 5
Tercero: Se resuelve la ecuacion de primer grado que resulta.
5(23-3y) =2 (10 +2y)
115 - 15y =20 + 4y

—15y-4y=20-115

-19y=-95
.. _—-95_
..y——_19—5

Cuarto: Se sustituye el valor encontrado en cualquiera de las ecuaciones despejadas. Sustituyendo
y =S enla ecuacién (3):

x=23_3(5) _23-15_8_

2 2 2 4
Quinto: se comprueban los valores hallados de & y y en las ecuaciones originales del sistema.
En la ecuacién (1): En la ecuacién (2):
2(4)+3(5)=23 5(4)-2(5)=10
8+15=23 20-10=10

23=23 10 =10



Ahora podemos afirmar que x =4, y = S es la solucién del sistema, o sea, que el par numérico orde-
nado (4, 5) esla solucién del sistema.

Ejemplo Resuelve por el método de sustitucion el sistema siguiente:
2x-3y=6 (1)
3x+y=20 (2)
Resolucion: Primero despejamos una variable en una de las dos ecuaciones. En este caso resulta
mas facil despejar y en la segunda ecuacion:
y=20-3x (3)

Segundo: sustituimos el valor de y en la primera ecuacién (la otra ecuacién), y asi obtenemos una
ecuacion que tiene a x como unica variable:

2x-3(20-3x)=6
Tercero: resolvemos la ecuacion anterior y asi obtenemos el valor de la variable x:
2x-60+9%=6 = llx=66 = x=66/11=6
Cuarto: sustituimos el valor x = 6 en la ecuacién (3) para calcular el valor de y.
y=20-3(6)=20-18=2

Quinto: se hace la comprobacién (jsiempre en las ecuaciones originales!).

En la ecuacién (1): En la ecuacién (2):
2(6)-3(2)=6 3(6) +2=20
12-6=6 18+2=20
6=6 20=20

Por tanto, la solucion del sistema es el par ordenado (6,2), 0 sea: x = 6; y = 2.

Para resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables aplicando este método debemos
tener presente que si sumamos, restamos, multiplicamos o dividimos miembro a miembro dos igualda-
des obtenemos de nuevo una igualdad. Esto es:

Sia=byc=d;(a,bc de R), entonces:
a+c=b+d; a-c=b-d; a-c=b-d; a/c=b/d (c#0,d#0)

La clave de este método consiste en obtener para una de las variables coeficientes iguales o que difie-
ran so6lo en el signo, de modo que al restar o sumar las dos ecuaciones esa variable quede eliminada y la
ecuacion resultante sea una ecuacion lineal con una incognita, que se procederd a resolver. Para obtener
coeficientes, para una de las variables, iguales o que difieran sélo en el signo, es necesario multiplicar una
o ambas ecuaciones respectivamente por constantes escogidas adecuadamente.



Resuelve por el método de adicion y sustraccion el sistema siguiente:
2x+4y=-2 (1)
3x+Sy=4 (2)

Ejemplo

Resolucién: Primero: transformamos convenientemente las ecuaciones (1) y (2) de manera que
obtengamos dos ecuaciones donde los coeficientes de una de las variables tengan valores absolutos
iguales y signos opuestos. Multiplicando la ecuacién (1) por 3 y la ecuacién (2) por -2 obtenemos:

6x + 12y =-6 (3)
—6x—10y=-8 (4)

Segundo: si sumamos miembro a miembro las ecuaciones (3) y (4), obtenemos la ecuacién (5) que
tiene una sola incognita:

2y=-14 (5)
Tercero: hallamos la solucion de la ecuacién (S):
2y=-14 = y=-14/2=-7

Cuarto: se sustituye el valor obtenido de y en cualquiera de las dos ecuaciones originales y se despeja
la otra variable. Asi, hallamos el valor de x sustituyendo el valor de y en la ecuacién (1):

2+ 4 (=7) =2
2x-28=-2
2x=26
x=26/2=13
Quinto: se hace la comprobacién en ambas ecuaciones originales.
En la ecuacién (1) : En la ecuacién (2):
2(13) +4(-7) =2 3(13) +5(-7) =4
26-28=-2 39-35=4
2=22 4=4

Por tanto, la solucién del sistema es el par ordenado (13, -7), o sea, x =13,y = 7.

Pregunta: si el sistema anterior los resuelves por cualquiera de los otros métodos, ;qué solucién
encontrarias?

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Resuelve por el método de igualacién:

2x+3y=5 3x-4y=-3 y=3x-17
2) [x+y=l b) [—2x+3y=3 ) [y=2x—12

d) Ss+ 10t=30 ) 6s+ St=22 ) 1S (x+2) -20y =S50
2s-2t=6 2s+7t=14 20 (x-3)-40(y-x)=20



A2) Resuelve por el método de sustitucion:

=6- = =8-3x
2) x=6-3y b) x=8+05Sy 5 m
Sx—-2y=13 -7x+8y=25 8x-4y=14
Loyl
g [2=owry 3T 2 ) [S(x—3)—24y=5(x—%)
6x—9y=-§ %x_%yzo_zs Sx+7=0
2x+y=-3 4x-3y=1
g) x-y=-3 ) 3x+2y=5
A3) Resuelve por el método de suma y/o resta:
) Sx+y=9 b) 2x+3y=38 ) 7x-1Sy=1 ) 6x—-Sy=-9
2 4 +y=7 -2x+4y=6 ¢ -x-6y=8 2x+3y=4
x—Ly=-9
) [3x-dy=a1 37 ) y=02(8-x)
11x + 6y =47 y—%x:?) 2x-5y=1

S(x+2)-3(y+1)=23
b) {3(x—2)+5(§—1):19

A4) Resuelve los sistemas de ecuaciones lineales siguientes (donde x y y son las variables a cal-
cular) utilizando el método que consideres mas adecuado:

xX+y x-y
2) 3(x+2):2y ) x—1:2(y+6) 0 5 - Do d) y=2x+4
3(y+S5)="7x x-6=3(1-2y) %=y+3 y=4x-2
) [3xray=253 18x-7y=2 y[2y=3ay (2xesy=anb
¢ y="5x x=y+4%2 x-2y=0 Sx-2y=a-b

Los procedimientos estudiados para la resolucién de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, se ge-
neralizan a los sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incdgnitas. Ilustremos esto con un ejemplo
que resolveremos por los tres métodos.

Resuelve el siguiente sistema de tres ecuaciones lineales con tres incdgnitas:
x+2y-z=-4 (1)
2x-y+z=3§ (2)
3x+2y-3z=-4 (3)

Ejemplo



a) Solucion por reduccion (o adicién y/o sustraccién).

Sumemos las ecuaciones (1) y (2)

x+2y-3=-4 (1)
+2x—y+ =S5 (2)
3x+y=1 (A)

Multipliquemos la ecuacién (2) por 3 y sumémosla con la ecuacién (3), pretendemos eliminar “z”.
6x—3y+§/é=15 (2)x3
+3x+2y— z=-4 (3)
Ix-y=11 (B)
Procedemos a resolver el sistema de 2 x 2 formado por (A) y (B):

3x+y=1 (A)
9x—-y=11 (B)

Si sumamos (A) y (B) eliminamos “y”, y obtenemos «x = 1, sustituyendo en (A) o (B) obtenemos
y=-2.

Determinemos “z” sustituyendo x = 1 e y = — 2 en cualquiera de las ecuaciones (1), (2) ¢ (3) del
sistema original, asi tenemos z = 1.
La solucion del sistema es: x =1, y = — 2, z = 1 jcompruébelo en el original!
b) Solucién por sustitucion.
Despejemos “x” en la ecuacién (1):
x=-2y+z-4 (P)
Sustituyamos dicho valor en las ecuaciones (2) y (3):
2x-y+z=5—(2)
2(-2y+z-4)-y+z=5
-4y+2z-8-y+z=$
-Sy+3z=13 —(C)
3x+2y-3z=-4——(3)
3(-2y+z-4)+2y-3z=-4
-6y+3z-12+2y-3z=-4
-4y=8
y=-2 — (D)

Procedemos a resolver el sistema 2 X 2 formado por (C) y (D), en este caso particular la ecuacién
(D) nos da directamente el valor de “y”. Sustituimos y = — 2 en (C) para calcular “z”, obtenemos z = 1.

« »

Calculemos “x” sustituyendo y = — 2y z= 1 en (P), asi obtenemos x = 1.

La solucién del sistemaes: x=1,y=-2,z=1.



c) Solucién por igualacién.

Despejemos “z” en las tres ecuaciones del sistema:

x+2y-z=-4 (1) ———> z=x+2y+4 (P)
2x—-y+z=S5 2) —— z=-2x+y+$S (Q
3w+2y-3z=-4  (3) > z=3x+§y+4 (R)

Igualemos los despejes dezen (P) y (Q): x+2y+4=-2x+y+$S

Efectuando y simplificando tenemos: 3x + y = 1 (E)
Igualemos los despejes de zen (P) y (R): x+2y+4= W
Efectuando y simplificando tenemos: y = -2 (F)

Procedemos a resolver el sistema de 2 x 2 formado por (E) y (F), en este caso particular la ecuacién
(F) nos da directamente el valor de “y”. Sustituimos y = - 2 en (E) para calcular “x”, obtenemos x = 1.

Calculemos “z” sustituyendo x = 1 e y = — 2 en cualquiera de las ecuaciones (P), (Q) o (R), asi ob-
tenemos z = 1.

Por tanto, la soluciéon del sistemaes: x=1,y=-2,z=1.

Del ejemplo resuelto por los diferentes métodos podemos concluir que:

Para resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas:

« Se toman dos parejas de ecuaciones en las que se elimina la misma variable, para obtener
dos nuevas ecuaciones con s6lo dos variables.

« Se resuelve el sistema formado por estas dos ecuaciones (sistema de 2 x 2).

« Se sustituyen los valores encontrados en una de las ecuaciones originales y se halla el
valor de la otra variable.

El principio es reducir la solucion de un sistema de 3 x 3 a un sistema de 2 x 2, y una vez resuelto este
tltimo (nos ofrece el valor de dos de las incognitas) obtener la tercera incégnita sustituyendo en alguna
de las ecuaciones originales.

Los sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incdgnitas, al igual que los sistemas de 2 x 2, pueden
tener una solucidn Unica, no tener solucidn o tener infinitas soluciones.

Para la solucién de estos sistemas de 3 x 3 se puede aplicar cualquiera de los métodos estudiados,
pero en la prictica el que mds se utiliza es el de suma y/o resta.



Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

Sx—-6y+2z=-2 2x+3y+4z=1 x-3y+2z=0
a) 1x+4y+3z=10 b) { -3x+2y+2z=14 c)1x-3y-2z=-2
3x+Sy+7z=13 4x -4y +3z=22 4x-3y+2z=2
3x-2y-z=1 -2x+3y+4z=1 3x-2y+3z=25
d){2x+3y-z=4 e)ix+4y-5z=2 f){2x-4y+2z=14
xX-y+2z=7 2x+3y-z=-4 x-y-z=-4

3x+2z=4-2y 3y-2x=-5z+3S 3x+5z=17

2x-6y=13+3z 3x—4y=-6z+ 145 2x-y=11
g) h) i)
4y - 6z=-16+x 3z-x=-8y-40 20+ Sy+4z=-3

A continuacién estudiaremos algunos elementos de “determinantes” y el método de Cramer (por
determinantes) para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales de 2 x 2 y 3 x 3. Las siguientes
expresiones simbolicas, cuyos elementos a y b son nimeros reales, representan respectivamente un de-
terminante de orden dos y un determinante de orden tres:

a, b, c;e—Filal
a, b, c,4—Fila2

a; by c;e—Fila3

a; b

a, b,

columnal | columna3
columna 2

A cada determinante le corresponde un nimero, el que se calcula efectuando operaciones entre sus
elementos.

El determinante de segundo orden se resuelve como sigue: Se multiplican los dos elementos
da cada diagonal, tal que el producto correspondiente a la diagonal que apunta hacia abajo conserva su
signo, mientras que el correspondiente a la diagonal dirigida hacia arriba cambia de signo, y por tltimo
se suman los dos productos obtenidos:

=a,;-by-a, b

Calcular el determinante que sigue:

Ejemplo 4 -1

TXT‘ =)D - (4)(=5)=-2-20=-22




El determinante de tercer orden se resuelve aplicando el método de Sarrus-fila:
Primero: bajo las columnas del determinante se repiten las dos primeras filas.

a by ¢
{ a by ¢
a3 by ¢
{ a by ¢

a, by ¢

Segundo: se trazan tres diagonales dirigidas hacia abajo y tres hacia arriba, y después se multiplican
los elementos de cada diagonal, observando que los productos asociados a las diagonales dirigidas ha-
cia abajo conservan su signo, y los que corresponden a las diagonales dirigidas hacia arriba cambian su
signo.

= azbyg

\ / Pt 4 —abyc,
vy —a,b,c,
& +a,b,c,
A

1 ~
/ \ +a,b.c

+asbc,

4

Nota: obsérvese también que los elementos enmarcados en un circulo no aparecen en los productos
porque ya fueron considerados.

Tercero: se suman los productos obtenidos.

a b ¢
a by o
a3 by c3| = a,b,cy + aybyc, + azbic, — asbyc, — aybyc, — aybicy
a by g
a, by ¢
1 0 -4
Ejemplo | Calcular el valor del siguiente determinante: (3 -1 6
4 2 2
Resolucion:
1 0 -4
3 -1 6
42 21=()EDE2) +3)(2)(-4) + (4)(0)(6) - (4)(-1)(-4) - (1)(2)(6) - (3)(0)(-2)
1 0 -4
3 -1 6

=2-24+0-16-12-0=-50



Los determinantes se pueden aplicar en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, y de hecho
fue aqui donde se originaron. A continuacién se describe la solucién de un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas mediante la Regla de Cramer.

3x+2y-7=0
y-Sx+3=0

Ejemplo Resolver el sistema: {

Descripcion del método: Primero; se dispone cada ecuacion de tal manera que ambas estén orde-
nadas en la misma forma con respecto a sus incognitas, con los términos independientes en el segundo

miembro. [3x +2y=7
-Sx+y=-3
Segundo; con los coeficientes ordenados de las incdgnitas se forma y calcula el determinante del
sistema llamado A. 3

A= =3(1)-(-5)(2)=3+10=13

w_o»

Tercero: para formar el determinante de “x”, llamado A_, se emplea la misma disposicion que se

« »

utilizé para A, pero en la columna correspondiente a los coeficientes de la “x” se colocan los términos
independientes:
=(7) (1) -(-3)(2)=7+6=13

X

-3
, . . A, 13
Cuarto: el valor de x estd dado por el siguiente cociente. x = A3 1

Quinto: andlogamente se construye el determinante de la incognita “y”, llamado Ay, para ello, la
columna correspondiente a los coeficientes de “y” en el determinante del sistema es sustituida por los

términos independientes:

A= =3)(-3)-(-5)(7)=-9+35=26
. I . _Ay 26 _
Sexto: el valor de y estd dado por el siguiente cociente. y= A 13"

Séptimo: se hace la comprobacion. De donde se confirma que la solucion del sistema es: x = 1; y = 2.
Observa que: en caso de que A = 0, entonces este método (Regla de Cramer) no se puede aplicar.

Enseguida se ilustra la solucion de un sistema de ecuaciones de 3 x 3.

- I X+2y-z=-3
JemMpio Resolver el sistema: { 3x +y+z=4
X-y+2z=6

Resolucion: En este sistema ya estin ordenadas las ecuaciones con respecto a sus incognitas, se

procede entonces a formar el determinante del sistema.
24

. 2 -1

1 2 -1 3>\<1>/<1:

A=13 1 1] = K222 =24342-(-1)=(-1)-12=9-12=-3
1 -1 2 1><2><_1

3/1\

¥ ¥

1

¥



El determinante de la incognita x es:

Tl
-3 2 -1
s o2 | e
v
=14 1 1| = 6%ié%§§2 =—6+4+12-(-6)-3-16=-3
R
6 -1 2 -3 2 =1
A
1N
RN
El valor de x se obtiene dividiendo A entre A:  x ZAAL = % =1
El determinante de la incégnita y es:
Yl
1 3 -1
v

X

=8-18-3+4-6+18=12-9=3

N
N
3//;\\ﬂ
RN
C Ay _3
Por tanto: y A .3 1
De la misma manera se obtiene el determinante de z:
bl
1 2 —3
v
1 2 3
v
A=13 1 4 §>>§ =6+9+8+3+4-36=30-36=-6
YN
1 -1 6 / \
N
M
. . : A, -6
Finalmente, el valor de z se determina con el cociente: z= AZ =3 =2

Por tanto, una vez hecha la comprobacidn, se confirma que la solucién del sistemaes: x=1;z=2;y

y=-1
Actividades de aprendizaje para resolver en equipo
Al) Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por la Regla de Cramer.

y+2 _

_5x+y:3 S(x"')’)— 5 =4
a) x—y=1
y_

c
x;23—y+2x20 )

7x+3y =15
2x+y=8




2x+3y=12-2z x—y+2z=2 Sx-2y+3z=-4
d)isx-2y=15-2 e) {2x+y-3z=1 f) 13x+3y+8z=-11
-3x+2y=-13-5z 3x-y+4z=4 2x-y-4z=-11
Sx+3y+2z=2 3x+2y+4z=S5 x+y=-4
g)i2x+4y-3z=-1 h) {6x+3y-2z=2 i) {x+z-1=0
-2x+y-Sz=-1 3x—4y+8z=$§ -3x+2y=-13-5z

Los sistemas de ecuaciones lineales tienen muchas aplicaciones en el campo de otras ciencias y en si-
tuaciones practicas. La pregunta que puede surgir es: ;como puedo saber qué problemas de aplicacién
pueden resolverse usando un sistema de ecuaciones lineales? La respuesta se deriva de las siguientes
consideraciones:

« ;El problema implica més de una cantidad desconocida?
« ;Hay dos (0 mas) ecuaciones o condiciones a satisfacer?

Si se presentan una o ambas de estas condiciones, entonces el modelo matematico apropiado para
el problema puede ser un sistema de ecuaciones lineales. Los ejemplos siguientes muestran la forma de
construir tal modelo.

Un propietario recibié $138,000.00 por pago de renta de dos casas en un afo, la renta
mensual de una era $1,000.00 mas que la otra. ; Cudl fue la renta mensual de cada unasila
mas barata estuvo desalquilada 3 meses?

Ejemplo

Resolucion: Representando por

x: renta mensual mds cara

y: renta mensual mds barata
Tenemos que: x —y=1000 (1)
Como la primera se rent6 12 meses y la segunda 9 meses, tenemos que: 12x + 9y = 138,000 (2)
por tanto el sistema a resolver es:

x-y=1000 (1)
12x + 9y = 138,000 (2)

Multipliquemos la ecuacién (1) por 9 y sumémosla con la ecuacién (2):

9x—§/:9000 (1)x9
12x + 9y = 138000 2)
21x=147000

x=7000



Calculemos y sustituyendo x = 7000 en (1), obtenemos: y = 6000. j Compruébelo!
Respuesta: Las rentas mensuales fueron de $7,000.00 y $6,000.00 , respectivamente.
Juan recibe beneficios de dos inversiones equivalentes a tasas de interés simple del 30% y

35% respectivamente, tiene 3 veces mas dinero invertido al 35% que al 30%. Si su beneficio
anual por las dos inversiones es de $40,500.00, ; Cudnto tiene invertido en cada caso?

Ejemplo

Resolucion:
Denominemos por: x : dinero invertido al 30% anual.
y : dinero invertido al 35% anual.

Beneficio total anual de las dos inversiones:

0.30x + 0.35y = 40,500 (1)
Tiene 3 veces mas dinero al 35% que al 30%
y=3x (2)
0.30x + 0.35y = 40,500 (1)
y=3x (2)

Sustituimos el valor de y de la ecuacién (2) en (1):
0.30x + 0.35(3x) = 40,500
0.30x + 1.05x = 40,500
1.35x = 40,500
x = 30,000
Calculemos y sustituyendo x = 30,000 en (2), obtenemos y = 90, 000.
Comprobacién (beneficio obtenido):
(0.30) (30,000) + (0.35) (90,000) = 40,500
9,000 + 31,500 = 40,500
Respuesta: El capital invertido es $90,000.00 al 35% anual y $30,000.00 al 30% anual.

Un avidn que vuela con viento de frente recorre las 1800 millas entre dos ciudades en 3
horas y 36 minutos; en el vuelo de regreso, recorre la misma distancia en 3 horas. Halla
la velocidad del avion respecto al suelo y la velocidad del viento, suponiendo que ambas
permanecen constantes.

Ejemplo

Resolucidn:

Las dos cantidades desconocidas son las velocidades del viento y del avién. Si V, es la velocidad del
avién y V, es la velocidad del viento, entonces:

V| -V, =velocidad del avién contra el viento

V, + V, = velocidad del avién con el viento



Utilizando la férmula: distancia = velocidad x tiempo

Para estas dos velocidades, obtenemos las siguientes ecuaciones:

1800 = (V, - V,)(3 +% (1)
1800 = (V, + V,)(3) (2)
Simplificando ambas ecuaciones tenemos:
500=V,-V, (3)
600=V,+V, (4)

Sumando (3) y (4) obtenemos V; = 550 millas por hora, calculamos V, sustituyendo el valor de V;
en (3): V, = 50 millas por hora.

Comprobacion: Con viento de frente: 1800/500 = 3.6 horas

Con viento de cola: 1800/600 = 3 horas

Respuesta: La velocidad del avién es 550 millas/hora y la del viento 50 millas/hora.

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Resolver los siguientes problemas utilizando sistemas de ecuaciones:

Al)

A2)

A3)
A4)
AS)
A6)

A7)

A8)

A9)

El costo total de 5 libros de texto y 4 plumas es de $32.00; el costo de otros 6 libros de texto
iguales y 3 plumas es de $33.00. Hallar el costo de cada articulo.

Un hacendado compré 4 pollos y 7 conejos por $514.00, y una semana después a los mis-
mos precios, comprd 8 pollos y 9 conejos por $768.00. Hallar el costo de un pollo y de un
conejo.

Hallar dos numeros tales que la suma de sus reciprocos sea Sy que la diferencia de sus reci-
procos sea 1.

Dos nimeros estdn en relacién de 2 a 3. Si el menor se aumenta en 8 y el mayor en 7, la re-
lacién es de 3 a 4. Hallar dichos nimeros.

Una cuerda de 54 metros se corta en dos pedazos de tal manera que una parte es 20 metros
mas larga que la otra. ;Qué longitud tiene cada pieza?

SiPedro le da a Juan $3.00, ambos tienen igual suma, pero si Juan le da a Pedro $3.00, éste
tiene 4 veces lo que le queda a Juan. ;Cudnto tiene cada uno?

Una empacadora tiene 500 empleados, paga a las mujeres a razén de $2.40 la hora y a los
hombres a $2.80 la hora. La némina de un dia de 8 horas de trabajo fue de $10,560.00 .
:Cudntos hombres y cudntas mujeres habia empleados?

En una eleccién reciente, el candidato vencedor recibié 85 votos mds que su oponente.
:Cudntos votos recibi6 cada candidato, si se recogieron 911 votos en total?

El primer dia de clase, 6/7 de los estudiantes en un curso de algebra eran hombres. Poste-
riormente, se inscribieron un hombre y una mujer y el grupo quedé formado por hombres
en sus 5/6. ;Cudntos hombres y cudntas mujeres tomaban el curso?



A10) Un joven tiene 7 afios menos que el triple de la edad de su perro. La suma de sus edades es
47. Determine la edad de cada uno.

All) Las dimensiones de un terreno rectangular estin en razén de S : 7, si el perimetro es 500
metros. Determinar sus dimensiones.

A12) Un avién hizo un viaje de 1300 millas a favor del viento en 2 horas, y su regreso contra el
viento lo hizo en 2 horas con 30 minutos. Si la velocidad del viento fue la misma en todo
el viaje, encuéntrese la velocidad del viento y el promedio de velocidad del avién en aire
calmado.

A13) Un hombre recibe beneficios de dos inversiones equivalentes a tasas de interés simple de
414% y 6%, respectivamente. Tiene dos veces mas invertido al 412% que al 6%, si el benefi-
cio anual de las dos inversiones es $9000.00 .Calcular cudnto tiene invertido en cada caso.

A14) Dos llaves de agua abiertas al mismo tiempo pueden llenar una alberca en 4 horas. Ambas
llaves permanecen abiertas dos horas; si en ese momento se cierra la primera, la segunda
permanece tres horas mds para llenar la alberca. ;Cudnto tardard cada llave por separado en
llenar la alberca?

A1S) Para la presentacion de cierta obra de teatro se vendieron 500 boletos; los de adultos y
los de ninos se vendieron en $7.50 y $4.00 respectivamente, y la recaudacion total fue de
$3,312.50. ; Cudntos boletos de cada clase se vendieron?

A16) Se obtienen 10 galones de una solucién acida al 30%, al mezclarse una solucién al 20% con
otra al 50% . ;Cudnto debe usarse de cada una?

A17) Lasuma de las cifras basicas de un nimero de 3 lugares es 18. Si del numero dado se resta el
numero con sus cifras invertidas, se obtiene 99. Si el nimero dado se divide por el nimero
de dos cifras formado por sus decenas y unidades, el cociente es 9. ;Cudl es el nimero?

A18) Lasuma de las edades de Fermin, Leopoldo y Jorge es de 75 afios. La suma de las edades de
Fermin y Leopoldo es 45 anos y el duplo de la edad de Jorge excede en 15 anos ala suma de
las edades de Fermin y Leopoldo. ;Qué edad tiene cada uno si Fermin es S afios menor que
Leopoldo?

A19) Enun namero de tres cifras, la suma de ellas es 14. La suma del triple de la cifra de las cente-
nas con la cifra de las unidades es igual a la cifra de las decenas. Si al nimero se le suma 99,
el nuevo nimero tiene las mismas cifras pero en orden inverso. ;Cudl es el nimero?

A20) Un tanque se llena por tres llaves de agua A, By C. Si se abren las tres llaves juntas se llena en
30 min., si se abren las llaves A y B se llena en 45 min. y si se abren las llaves B y C se llena en
50 min. ;En cudnto tiempo se llenard el tanque por cada una de las llaves de forma separada?



Una inecuacion lineal con dos incdgnitas es una expresion del tipo ax + by < c¢. O también del tipo
ax + by > ¢; ax + by<coax + by >c. Asi, 2x — 3y < -6, 6y >4 0 x + 10y < 7, son ejemplos de inecua-
ciones lineales, con las incognitas x e y.

Resolver una inecuacién consiste, por tanto, en encontrar todos los pares de valores (x, y) que ve-
rifiquen la inecuacidn, es decir, los puntos del plano cuyas coordenadas verifiquen la desigualdad. Por

ejemplo los puntos (0,2) y (2, S) son soluciones de la inecuacién 8x — 10y < 2, pero no lo son (-1, -1)
ni (3, 0).

Antes de resolver los sistemas de inecuaciones lineales con dos incognitas es conveniente saber pri-
meramente determinar, de forma grafica, el conjunto solucién de una inecuacion lineal de dos variables.

Ejemplo | Resolver la inecuaciéon: 2x - 3y + 6 > 0.

Resolucion: Primeramente se grafica la ecuacién lineal 2x — 3y + 6 > 0 que resulta de cambiar, enla

inecuacion, el simbolo de relacién > por el de igualdad, para ello localizamos los puntos donde la recta
corta alos ejes:

Para el eje Y: (0, y) Para el eje X: (x,0)
=2(0)-3y+6=0 = 2x-3(0)+6=0
- y =2 = x= —3
.. Elintercepto es (0,2) .. Elintercepto es (-3, 0)
Ya conocidos los interceptos (0,2) y (-3, 0) con los ejes se gra- YA!S
ficalarecta tal como se muestra en la figura de la derecha. Como se
observa el plano queda dividido en dos regiones o semiplanos uno e
de los cuales contiene al conjunto solucion de la inecuacién. Para 1
determinarlo basta tomar un punto de prueba de los semiplanos y — e

; i ) g -: ) + S g + R + i + 0
hacer los calculos correspondientes en la desigualdad para ver si 6 -5 33 2 4 12

cumple con ella.

Por ejemplo, para el punto (—4, 0) del semiplano superior se
tiene que 2 (-4) -3(0) + 6 = -2 > 0 lo cual es falso, mientras que
para (0, 0) del semiplano inferior se tiene que: 2 (0) —3(0) + 6 = 6 > 0 lo cual es verdadero. Por tanto, el
conjunto solucidn son las coordenadas de todos los puntos que se encuentran en el semiplano inferior.

Como ya vimos, el conjunto solucién de una inecuacién lineal de dos variables es un semiplano. Se
infiere facilmente que el conjunto solucién de un sistema de inecuaciones es la interseccién de todos
los semiplanos de las soluciones particulares de cada una de las inecuaciones componentes del sistema.

Hay que hacer notar que algunas veces el conjunto solucién de un sistema de inecuaciones puede ser el
conjunto vacio.

Para resolver un sistema de inecuaciones lineales de dos variables utilizaremos pues el método grafi-
co tal como se ejemplifica a continuacién.



El conjunto solucion, como podras verificar, es el interior del tridngulo sombreado, sin incluir nin-
guno de los lados. Para precisar mejor la region solucién se pueden calcular los vértices del tridangulo
resolviendo los tres sistemas siguientes:

x+3y-7=0 Y--s
4x+y-17=0 i
x+3y—7=0 13
3x-2y+1=0 5
3x-2y+1=0 2 X
4x+y-17=0 /o1 23 45 6 7

Las soluciones de estos sistemas son respectivamente los puntos (4,1),(1,2) y (3,5).

Ejemplo | Larelacién que debe existir entre dos especies de peces A y B para que se considere que
las dos poblaciones estan equilibradas es de, al menos, S de B por cada uno de A. Se estima
que, por las condiciones de su habitad, el numero de ejemplares de ambas especies no
debe superar los 900 ejemplares. Determina el nimero de peces por especie que pueden
coexistir sin peligro para su ecosistema.

Resolucion: Sea “x” el niimero de peces de la especie Ay “y” el numero de peces de la especie B, por
tanto se tiene que:

x+y<900
x 2 Sy

Para resolver este sistema convertimos las inecuaciones en ecuaciones luego determinamos dos pun-
tos de ellas y finalmente las graficamos:

x+y<900 AY
=>x+y=900 8007
=>y=900-x . /,’I__. 600t J/\\‘QO
'-9;' ?‘-ﬂi_& ;.fg 4007 s
x< Sy < 200} _%
=>x=5y y. > Pl L N
:y% 200 600 X

Verifica que cualquier punto del drea sombreada es solucion del sistema de inecuaciones.



Ejemplo | Resolver graficamente el sistema de inecuaciones siguientes:

2x+y<3
x+y=>1

Resolucion: Primeramente representamos la regién solucién de la primera inecuacién. Para ello
transformamos la desigualdad en igualdad: 2x + y = 3. Posteriormente damos a una de las dos variables
dos valores, con lo que obtenemos dos puntos de la recta que al representarlos, o localizarlos en el plano,

y unirlos obtendremos la recta correspondiente.

Parax=1 Parax=0
=2(1)+y=3 =2(0)+y=3
=y=1 =>y=3

= (1,1) = (0,3)

Tomamos un punto, por ejemplo el (0, 0), los sustituimos en
la desigualdad. Si se cumple, la solucién es el semiplano donde se
encuentra el punto, si no la solucién serd el otro semiplano. Como
2x+y<3 = 2(0) + 0=0<3, entonces el semiplano sombreado
es la solucion.

ora, de igual manera, determinamos y representamos el semi-
Ahora, d | , det y t [
plano solucion de la segunda inecuaciéon: x + y = 1.

Parax=1 Parax=0
=>1+y=1 =>0+y=1
=y=0 =>y=1
= (1,0) = (0,1)

Para el punto (4, 0), se tiene que:x+y21=>4+0=42>1,
por tanto (4, 0) estd en el semiplano solucién. Finalmente encon-
tramos que la solucién es la interseccion de las regiones soluciones
tal como se observa en la figura de la derecha.

Ejemplo | Resolver gréficamente el siguiente sistema de inecua-
ciones lineales:

x+3y-7>0
3x-2y+1>0
4x+y-17<0

A

\/

1o+

'
o)}

\

Resolucion: Lo primero que debemos hacer es trazar la grafica de cada una de las ecuaciones. Para
ello, como en el ejemplo anterior, basta con hallar las coordenadas de dos de los puntos para cada una

de ellas para después localizarlos en el plano y graficar:

En: x + 3y - 7 =0, tenemos que: (7,0) y (1,2) pertenecen a la receta

En: 3x -2y + 1 =0, tenemos que: (1,2) y (0, 0.5) pertenecen a la receta

En: 4x +y — 17 = 0, tenemos que: (3,5) y (4, 1) pertenecen a la receta



MATEMATICAS Il ¢ ALGEBRA ELEMENTAL PARA BACHILLERATO|

Actividades de aprendizaje de la unidad 2 para resolver en equipo

Al) ;Cudles el conjunto solucién de las siguientes desigualdades:
a)2x-3y+6<0
b)2x-3y+6>0
c)2x-3y+6<0

A2) Resolver los siguientes sistemas de inecuaciones lineales:

2x+3>7

3x+1<=16
a
x-1>7

2x+3>7

d) 6x+y<24
2x+3y<24

3x-y<-9

2x+3y25
e
-x+2y<3

3x—-y=-2

)[x+yS10
2x+3y26




Propésito de unidad

Comprende y realiza operaciones aritméticas y algebraicas con potencias de exponentes
racionales, radicales y logaritmos, y las aplica en la formulacién y resolucién
de problemas de su vida cotidiana, y de algunas dreas de las ingenierias y las ciencias.

Contenido Indicadores de desempeiio

Potencias y Radicales: Concepto y definicién de
potencia con exponente racional. Operaciones y le-
yes de los exponentes de las potencias. Concepto y
definicién de radical. Transformacioén de potencias
con exponentes racionales en la forma de radicales
y viceversa. Leyes de los radicales. Simplificacion de
radicales. Operaciones (suma, resta, multiplicacién
y divisién) con radicales. Clculos y operaciones con
expresiones algebraicas irracionales. Racionaliza-

cién de fracciones.

Logaritmos: Concepto y definicién de logaritmo.
Propiedades y leyes de los logaritmos. Célculo de
logaritmos (de bases 10 y e) con calculadora. Apli-

caciones.

1)

2)

3)

4)

En esta unidad debe lograrse que los alumnos

sean capaces de:

Comprender el significado de la potenciacién con
exponente racional. Resolver, aplicando las leyes
de los exponentes, ejercicios que involucren expo-
nentes positivos, negativos, fraccionarios o cero.
Definir los radicales. Transformar expresiones al-
gebraicas exponenciales, con exponente racional
no entero, en forma de radical y viceversa. Com-
prender y aplicar las leyes de los radicales a la reso-
lucién de ejercicios algebraicos.

Realizar las cuatro operaciones basicas (suma, res-
ta, multiplicacién y divisién) con radicales y expre-
sar el resultado (reducirlo) en la forma mds simple
posible. Ademds de, racionalizar el denominador
de fracciones algebraicas que incluyen radicales.
Definir y comprender el concepto y las leyes de los
logaritmos, enfatizando en los de base 10 y base e.
Ademas de aplicarlos a los célculos algebraicos, a
la resolucién de ecuaciones y a la formulacién y
resolucion de problemas de las ciencias e ingenie-
rias.



unidad

Actividad preliminar: ¢ Qué son las potencias,
los radicales y los logaritmos?

Ver los siguientes videos:

http://www:youtube.com/watch?v=IWv-eAvLc ¢
http://www:youtube.com/watch?v=vTJoUxIKAOk
http://www:youtube.com/watch?v=qJCkueTMKIY

En el curso de Matemdticas I ya fueron estudiados, desde un enfoque aritmético, el tema de las po-
tencias y radicales. En esta unidad, desde un enfoque mas amplio como es el algebraico, se contintia
y profundiza en el estudio de dicha temdtica. Ademds, se inicia el estudio elemental de los logaritmos
enfatizando en sus aplicaciones a las ciencias y a la ingenieria.

3. /I Repaso de potencias de exponente entero

Enla primera unidad de Matematicas I estudiaste las potencias de base real y exponente entero cualquie-
ra, ahora extenderemos la definicién al caso en que la base sea una variable o una expresion algebraica.

« _»

En general, supongamos que “a” es una expresion algebraica o nimero real:

» Sine N:a"=a,-a, ay..a, , donde:a=a,=a,=a,..=a, (enparticular; a! = a)
» Sin=0a#0 , a®=1

» Sin e N (nesentero positivo) y a#0: a™ :ﬁ
Ejemplos (x+y)3=(x+y)(x+y)(x+y) (2 +2x+ 1)1 =a2+2x+ 1 (x-4)0=1
1 -1 1
2x+5)2=—1 3= 7l
Qe+ 8)2 =55 o=+ = s

De las definiciones anteriores se derivan las siguientes propiedades de los exponentes.

Sean a y b expresiones algebraicasconm € Z y n € Z:
il g7 < G = g 7 ()i = gpt (e 2, (@)= gpiic

—n —L— ln ﬂ— m-n a m— ﬂ
4.a _a”_(a) 5. gr=a 6.(—5)— A




Ejemplo | Segunlas propiedades Sy 3:

x_

Desde luego, puede existir mds de una forma de resolucién de un ejercicio, siguiendo otros pasos
siempre que estén justificados por las reglas del dlgebra. Asi, el ejemplo anterior se puede resolver de
esta otra manera segun las propiedades 6, 3 y 5:

7\2 7)2  xl4
P (W7)? _x = x14-(-6) = 520

Ejemplos | Donde se calcula y/o simplifica aplicando las propiedades de los exponentes (y las res-
puestas se expresan con exponentes positivos):

a) (-2a*b)(3a-3b) = (-2)(3)(a*)(a3)(b)(b) = ~6ab?
b) [‘%xyz)i (—?3]29@ (y?)?= 9’;—?4
c)7a(-3a)°=7a(1)="7a

6
d)(3_x2)3(x2+1)0=La§2)3(1):27_;c
J y y
)Pt _bath?-at
e)6(a-b) 3T 3
£)42(42+22)=42-42+42.22=401+ 82 =1+ 64=65

1 (3.6 :6_(l)2:6_l:§
g1 (3+0) 2 474

h) b* (1+b)*=[b(1+b)]"=(b+b2)°

) (x2+Sx+6)3 :(x2+5x+6)3: (x+2)(x+3)
(x+3)3 x+3 (x+3)

) (a-b)(a+b)°=[(a-b)(a+b)] = (a2~ b?)°

1 (D) B 5cia
k) P =0.5x
) 12a3b~* _ 1243-4? _3a’
4a-2b 4b-b*  bS
m)[sxz)—zz S—Z(xz)—zz §-2 x4 _ yz _ yz
y y? y? 2 xt 25x4

2at

"~ (we2)

Nota: cuando en la propiedad 4 la base es una fraccion a = % , la propiedad adopta la forma:

1
oo 1 (1) B 1 1 _T_¢ (e
Ta" " a <) Tpy bt b b b
c a
Aplicando esta nueva forma de la propiedad 4 al ejemplo anterior tendriamos que:

c
(S_xZJ‘ZZ (J_) o
y Sx? 25x4



Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Calcula aplicando las propiedades de las potencias y simplifica tanto como sea posible:

6\ 6
n-1},-n-1/3 nh2n) — 4¢-34)-3 — M:
d) (am1b—cl/3) (arb2nc) e) (r4s73t) ) (a2 - b2)1
y3x7 — y2xS (x2+6x+8) N (x+3)3
8 e - B - Vo rsns 6y
yx (x2-4)2 (x2+ Sx+6)
(a2-9)2 _
a2+6a+9

A2) Verifica que las siguientes igualdades se cumplen.

x+2(Q2x -3 — (a2 _3x)7*
2) 3*+2(9 ):35#1 b) x-3(2x) - (22 + 1) (-3x) s a2
27 X6
C) 452 45 =15 x 4 d) 47+ 47 = 22"

Como ya sabes, 7 y -7 son las raices cuadradas de 49, porque 72 = 49y (=7)2 = 49; y -2 es raiz cubica
tinica de -8 porque (-2)3 = -8.

Cuando un ntimero a tiene més de una raiz enésima (como es el caso de las raices cuadradas de
49), se denomina raiz enésima principal de a a la raiz enésima que tiene el mismo signo que a, y se le
denota por {a. En el caso de n par la raiz principal es la positiva y en caso de n impar la raiz principal es
l%zla_ﬁnica que existe. Asi 7 es la raiz cuadrada principal de 49, V49 =7, y —2 es raiz cubica principal de -8,

-8=-2.

En resumen, se puede definir la raiz de indice n como la operacién inversa de la potenciacion de
exponente n. Estas ideas pueden ser generalizadas para las expresiones algebraicas, asi tenemos en ge-
neral que:

Raiz enésima de un nimero o de una expresion algebraica

Sea a un nimero real o una expresién algebraica y n natural, se llama raiz enésima de a ( {a) atodo

ntimero real x, que satisface la ecuacién x" = a (si la ecuacién no tiene solucién, a no tiene raiz
7 . n

enésima). O sea: Joz=x o an=a

.7 1
En la expresion Y, tenemos que:

v/ Elsimbolo \ es el signo de raiz y se llama radical. Normalmente se llama radical a cualquier
raiz indicada de un nimero o de una expresion algebraica.



v Elntmero o la expresion algebraica a se llama cantidad subradical o radicando y es el nimero
o la expresion algebraica a la cual se le calcula la raiz enésima.

v El nimero natural # se llama indice del radical e indica el exponente al que hay que elevar la
raiz para obtener la cantizdad subradical. Cuando n = 2 no se escribe y se sobreentiende que se
calcula la rafz cuadrada: Ya = \a.

En general se cumple que:

a) Sin es par, todo numero real positivo tiene dos raices enésimas, una positiva y otra negativa. Los
numeros reales negativos no tienen raiz enésima cuando n es par.

b) Sin esimpar, todo nimero real tiene una raiz enésima del mismo signo que a.

En consecuencia:

1. Laraiz enésima de a para a 2 0 tiene sentido para cualquiera sea el indice n par o impar.

2. Laraiz enésima de a para a < 0 tiene sentido solo para cuando el indice n es impar.

De donde, si el radicando a es un namero real positivo y el indice n es un nimero natural par enton-
ces a tiene exactamente dos raices reales de indice n: Ya y —Xa . Dicho en otras palabras, la ecuacién
x" = a, cuando a es positivo y n es par sélo admite como soluciones reales a A y —Xa. En ocasiones,
abusando de la escritura se escribe x = + V4. Por ejemplo las soluciones reales de la ecuacién x? = 49 son
x, = 49 = 7Tyx,= 49 =-7.

Fjemplo | Determina todas las raices de:
a) 181, D32, ofds v s
Resolucion:

a) Y81=+3, porque: 3*=81y (-3)*=81

b) V=32 = -2, porque: (-2)5=-32

O 7L =1 sorque: (1)1 1
128 2’ 2 128

d) {55 = no existe en R, porque: para todo x € R se cumple que x6 > 0.

Ejemplo | Determinala raiz indicada de:
a) {81 b)-V81 o)-%a006 a4 e) V316 £)N-4
Resolucion:
a) Ys1=3 porque 3* =81y 3y 81 son ambos positivos.
b) —V81 = -3 porque 3+ = 81.
c) -¥/4096 = - 4 porque 46 = 4096.
dH =0 porque cualquiera sea n natural 07 = 0.
e) V316 = V34 = 32 = 9 porque (32)8= 316 y 9 y 316 s0n ambos positivos.
f) V-4 no tiene sentido porque — 4 es negativo y la raiz es de indice 2 (par).



n
Dada la importancia de las expresiones (Na)" y (\a") analizamos continuacién con mas detalle su
sentido y resultado.

Esta claro que para cur;lllquier numero real a para el que la raiz enésima Va tiene sentido (existe) se
cumple la igualdad: (Na)" = a, como ocurre con (V25)2 = 25, También, la igualdad anterior se cumple
para todo a real si n es impar. Por ejemplo: ({7125)3 =125y( %’—125)3 =-128.

Sin embargo, la igualdad anterior no siempre tiene sentido en ‘R. Este problema se presenta cuando
. . ‘s W\ L.
n es pary @ es un nimero real negativo, entonces la expresién (Va)" no significa nada, como ocurre en
los ejemplos V-4 y V—64, ya que estas no existen en ‘R.

Ejemplos | Veamos ahora que ocurre con la expresién ar:
3=V9=3  (=3)2=V0=3=]-3] 23==2 J(-2)3=-8=—2

De los ejemplos anteriores se observa que: si # es par, para cualquier namero real a, se cumple que:
n . . . . a ¢
Va" = |a|, en particular, Va2 = |a|. Y si n es impar, para cualquier numero real a se cumple que: Va" = a.
En resumen:

Paraa € Ryn e N (par): Paraa € Ryn € N (impar):
an = |a| Var=a

De lo anterior queda claro que en general: (%)n # a1 igualdad no se cumple cuando n es par 'y
a <0, que es el caso en que la expresion de la izquierda no tiene sentido.

Ejemplos | a) Ne6+=16 b) (M)é no existe, ya que {64 ¢ R c) 6\l(—64)6 = |-64| = 64
d) X(-10)2= |-10| = 10 e) Y(3)6=3|=3 £) V125 =V(3)3 =5
g) V243 =(-3)5=-3

Actividades de aprendizaje

Al) Calcula el valor de la raiz:

a) Y16 b) —V121 ) V-32 d)R1 e) Y027 ) 451_16

A2) Calcula el valor de la expresion: 4, ¥
_+ - 4
a)sV100=  b) Y625-3-125= c)ST: ) >F “(3;0‘5) =

A3) Determina cul es el dominio de definicién de las expresiones siguentes:

a) Yx b) Vx o) V=« V-2



Antes de desarrollar este tema recordemos primeramente que cualquier niumero racional puede ser ex-
presado en forma de una fraccién numérica irreducible cuyo denominador sea un entero positivo.

Es decir, si r es un nimero racional, r siempre puede ser expresado en la forma r = p/q, con p entero,
q entero positivo y tales que p y q no poseen divisores comunes, salvo el 1 y el 1.

Ejemplo inzizl(_zﬂ) l::
48724712 4(=¢)

Hasta este momento el trabajo con exponentes ha quedado restringido a exponentes enteros, pero
se pueden utilizar los radicales para ampliar el concepto de potencia al caso de exponentes racionales
fraccionarios. Ademas, se quiere que se cumplan también las leyes de exponentes que se cumplen para
las potencias de los numeros reales con exponentes enteros:

+ a i an am
neg—= ght+m nym — an'm . n—=ah. pn . L = gm—n
ar-at=a (an)m=a (a-b)r=ar-b =T ok

Asi pues, si son vélidas para la potenciacién de exponente racional las mismas propiedades que para
exponente entero, entonces:

2.1 2
M2 PB= 241324506 [(7.92)23]15= (792) 5= (792)1S 67+ 6l/4= 671 = 678

(%]4: %S_i ((QS)[%]TZ (0_5)3(%)3 e 711/2 :(%)1/2

Con estas consideraciones previas, y con la intencién de investigar sobre el significado de una po-
tencia de exponente fraccionario, analizamos los siguientes casos donde la base de las potencias es un
numero real positivo o cero:

o]

SiVs = x, entonces por definicién: 2 =5 =51 = 5% = 5% 2. Por tanto x = 5% =5

\9 = 3, porque 32 = 9. Pero: 32 =9 = 91= 93 =(9%)2, de donde, 3 = 97=\9 = 9!

\8 = 2, porque 23 = 8. Pero: 23 =8 =8!= 8%=(8%)3, de donde, 2 = 8%: J8 = V8!

43 =3, porque 82 = 43= 64. Pero: 82 =43 = (43)1= (43)%=(4%)2 — 8= 45—\ = g3
De los casos anteriores se observa que:

si=\5=31 ohovoofor si-Ya= H=\p =T

Estos resultados particulares pueden ser generalizados en la siguiente definicion:

n
Definicién: a' = am/ n_Nd"

donde: a es un nimero real positivo, y ¥ = m/n es la expresion irreducible de un nimero racional
r, con m entero y n natural.



Observaciones:
« En particular, si m = 1, se cumple que: {/a = al/»

o Siademds, m>1ya=0,se define: 0r=+/0m=0

. Sin=1,d = am/ 1 a, porque la raiz de indice 1 del radicando es el propio radicando, luego esta

definicion es compatible con la de potencia de exponente entero.
o La condiciénm 2> 1 en el caso a = 0 es para evitar la indefinicién que se produce al dividir por cero.

Nota: Los exponentes racionales son particularmente utiles cuando se calculan raices de nimeros uti-
lizando calculadora, para reducir el indice de un radical y para simplificar expresiones encontradas en
calculo.

Calcula las siguientes potencias:

a)342=32=9 b) 84/6 = 82/3 =82 =64 =4

iNotese que para calcular la potencia se procede primero a reducir la fraccién que aparece
en el exponente!

Q) 432 =B =64=8 d) 253/6=251/2=25=5

-2 3
—2/3 = = 3 -2 = —1 = —1 = _]‘ :—1
€) 8723 =83 =487 =g =Vgg @(4) 4

iNotese que si la fraccion que aparece en el exponente es negativa, se transforma de modo
que el numerador es negativo y el denominador positivo!

£) 212223 5/1 =L ~ 0707 g) 78/12=72/3 =72 =49 ~ 3.66

)

Ejemplos

Los radicales cumplen propiedades que son consecuencia inmediata de las propiedades de las potencias
de exponente racional. Por ejemplo:

Vaxb=abx bh=(axb)i=a-b o ={( @A = (a7 = (="

A continuacion vamos a resumir las propiedades mds importantes de los radicales incluyendo algu-
nas ya estudiadas con anterioridad.

Propiedades de los radicales

Supongamos que a y b son numeros reales, variables o expresiones algebraicas, tales que las rai-
ces indicadas existen (estdn bien definidas), y que m y n son naturales, entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

IJ
e I L\ n LS (R
5. Rghm = Jam, k natural 6. (% Y'=a 7. Para n par, an = |a| ; en particular, Va2 = |a]

. n
8. Para nimpar, Va" = a



Estas propiedades son de mucha aplicacién en las operaciones con radicales, en la introduccién y
extraccion de factores en el radical, en la racionalizaciéon de denominadores y en la simplificacién de
radicales.

En estas propiedades se considera que los numeros reales, variables o expresiones algebraicas a y b
son tales que las raices indicadas existen, a tales efectos se suele exigir que a y b sean positivos, lo que es
una condicién suficiente muy comoda para trabajar. Sin embargo, la propiedad 6 en el caso n impar se
cumple para cualquier valor real de a; y la propiedad 7 se cumple para cualquier valor real de a.

En el caso en que la base de la potencia sea un nimero real positivo, a partir de la definicion anterior
y de las propiedades ya estudiadas de los radicales, podemos inferir que, cualesquiera sean los nimeros
spe . . 1
enteros m y n, con n positivo, se verifica la igualdad: am/" = Nam.

En efecto, si b (con g > 1) es la representacion irreducible del nimero racional % , entonces %: %,
de donde se obtiene que m - g =p - n. De donde:

am/n = ap/a = Yap = Wapn =MNgam = Yam

En el caso en que a sea un numero real negativo, solamente puede asumirse la definicién anterior
para la potencia a™/" en el caso en que 1 sea un nimero natural impar. Asi tenemos que:

Sea a un numero real negativo, y sea w = m/n la expresion irreducible de un nimero racional w,
con m entero y n natural impar.

Entonces: aw = gm/n = {7am

Observacion: Hasta con la restriccion introducida para la definicion de las potencias de exponente
racional y base negativa, resulta importante senalar que, en este caso, la igualdad a™/" = Yam en general
no se cumple. Por ejemplo, si la igualdad fuera cierta en lo general, serfa (-9)2/2 = V(~9)2, sin embargo
ya conocemos que 9= (-9)! = (-9)¥2#\(-9)2 = |-9| =9.

Ejemplos | Calcula las siguientes potencias:
2) (-1)/6= (-1)12 =T =1
b) (-8)/3=y-8=-2
0) (-8)2/6= (-8)13 =8 =2
d) (-8)¥9= (-8)3={-8=-2
e) (-=3)3/* no estd definida (base negativa y denominador de la fraccién irreducible par)
f) (=5)2/4=(-5)1/2 no esté definida (a = -5, n =2 par)
g) (-1)V/2 no est4 definida (a = -1, n =2 par)



En los célculos con los radicales es conveniente trabajar con ellos simplificados.

Un radical esta simplificado cuando:
« Elindice no tiene factores comunes con el exponente del radicando.
« Se han extraido los factores que son raices exactas.

o Elradicando no tiene denominador.

Por ejemplo estan simplificados los siguientes radicales:
Yo o, 2, 2%, il

No estdn expresados en su forma mas simple (simplificados) los siguientes radicales:

6 Xty
@, AW 5
Para simplificar un radical es frecuente realizar las transformaciones siguientes:

Reducir el indice del radical Extraer factores del radical

En el trabajo con los radicales podemos en muchas ocasiones simplificarlos sin que el resultado se altere
y asi trabajar con expresiones més simples, por ejemplo:

a)l\zfﬂ: 32 porque (32)12 =324 ; de igual forma 38=3 porque (32)4=38%; luego:l\z/ﬁz 38=32,
12 216
b) {08 =03 porque (\/2_3) =K\/2_3) ] = (23)6: 218 ; deigual forma 29 =3 porque
6 213 4 272
(\/E) :{(\/2_3] } = (23)3: 2% y también Y26 =23 porque (\/ﬁ) = {[\/2_3) } = (23)2: 26 ; luego:
R = 29 = 26 = \2>.

Observa que en estos casos el indice del radical y el exponente del radicando tienen un divisor co-
mun (que es un nimero natural) por el cual se pueden dividir hasta que ambos niimeros resulten pri-
mos entre si sin alterar los resultados, de ahi que pueda seguirse este camino alternativo para simplificar
estas expresiones. De hecho, lo que se tiene aqui seria una aplicacién de la propiedad S de los radicales.

n
En general, para Va™ con a > 0 ; n, m enteros ; n > 1 se cumple que:

Rakm = am , con k natural
Ejemplos | a) Reduce el indice del radical siguiente: N (a+b)3, (a+b)>0

Resolucion: Se descomponen en factores el indice y el exponente y se cancelan los factores comu-

nes: Y(a+b)3="Y(a+b)>1=(a+b).




b) V6 =*¥s32.= {53 ) V125 = V53 =53 =5
d) 27x6 = %(3x2)3 =32 e) <7256x8yn = %/(4x2y3)4 = 4x?y3

Ejemplo | a) NVa3b6c2 = Va3 - b6 - ez = ab2 V2
b) Yasv2 = Yot a- b2 = Yot - Vab? = a Yap2

Observa que en la practica se extraen del radical los factores cuyo exponente es mayor o igual que el
indice. En estos casos se divide el exponente por el indice y el cociente es el exponente de la potencia
que “sale”, mientras que el resto es el exponente de la potencia que “queda” en el radical. O sea:

\"}ankﬂ’ — \n/ank .a'= \n}ank . {7;: ak{?’;

Simplifica los siguientes radicales (considera que las variables y expresiones que aparecen
son todas positivas):

a) V246 = Y(ax3)? = Vax3 = x Vax b) Va(x +y)3 = (x +y)Va(x +)
o) [Va+1 5=\/(a+1)5:(a+1)2\/a+_1 d)V1080=23-33-5=2-32-3- 5= 6330
e)\/%/?=%=\3/; f)4a5+a4_<‘/a5+a4:‘\‘/a4(a+l):a¢a+1

16xt — {164 2x 2x

Ejemplos

g) Va2 + 2ab+ b2 =(a+b)2=a+b

A veces es necesario introducir factores en un radical, para ello es necesario elevarlos a un expo-
nente igual al indice del radical.

a) S\V3=V52.3=75 b) aA\b3c2 =as - V32 = VaSh3e2

o) a2y lz=(aty)’z = Vaby’z 8) (a+ b)y3- =28t b _ Gy

a+b

1 (o coir x*+5x+6 _ [(x+2) (x+3) _ . [x+2
e) x+3 " +5x+6—\/ (x+3)2 (x+3)2 \/x+3

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Escribe las siguientes potencias como raices.
4)2/3 m\/s S)1/3
2) [5) b) ()1 <) (;) A 13153 o) (g) £) (0.06)-2/3

A2) Determina el valor de las siguientes expresiones.

a) 41/2= b) 811/4 = c) 1252/3 = d) 322/5 = e) 644/6 =
V8 2
Dier= o) = wlen] -



A3)

A4)

AS)

A6)

A7)

A8)

A9)

Escribe las siguientes raices como potencias.

0% wie offlf ot ofwr o]

2
Escribe las siguientes raices con el menor indice posible:

a) 34 b) ‘\/6x2y4 c) J (x+y)s d) Kot
Escribe las siguientes raices con el indice n indicado.

a) \3s (n=6) b) V25 (n=4)
o) Vasy3 (n=10) d) \7/(%1] (n=21)

Aplica las propiedades de las potencias y simplifica en los casos posibles.
a)al/3 . gl/2 b) x2/3 - yl/6 . xl/2 ¢) (a5)-1/2
d) (2at9)2/2 ) ()12 £ ai/z + b1

Efectua las operaciones indicadas dejando la respuesta con exponente racional. Considera
positivas las variables.

a) (x1/3 — x1/2)x b) (al’2 + bl/2) (al/2 — p1/2)
c) (a2 + b-1/2)2 d) (x1/2 - y1/2)1/4
e) (2x1/2 + 3 +x71/2) (x + x1/2) £) (x1/3 + y1/3) (x2/3 — x2/3y1/3 4 §2/3)

Calcula aplicando las propiedades de las potencias y da tu respuesta en forma de raiz.

a) Z/)E : \3/)? b) \8/; . 1\2/; c) 3Vb2\/3 d) S\sz%/ﬁ e) 8Vx\/5 f) \l%
Calcula aplicando las propiedades de los radicales.

a)\jﬁ/%-m b)%+ﬁ c)%/a_2 d)@iT e)% f) 36 83
g) %2 W5 h) Vava i) Yazn+1 51 ) Vo V17 o 17

A10) Simplifica los siguientes radicales.

o0 v oy O oW 0w
g) V2543 5042 h)d%

All) Introduce el factor en el radicando.

;SV; Dl 9afR T O )i
f) a*Na



En la practica se hace necesario calcular con radicales que tienen indices diferentes y, para hacerlo, en
muchas ocasiones es necesario reducirlos a un indice comun. Esta reduccién a un indice comun es com-
pletamente analoga a la reduccién de fracciones a un denominador comun; recuerda que los radicales
se pueden escribir como potencias de exponente racional.

Para reducir dos radicales a un indice comun:
1) Sebusca el mcm de los indices.

2) En cadaradical, se multiplica el indice y el exponente del radicando por el factor necesa-
rio para que el indice sea el mcm hallado.

Asi, los radicales a2, {a se pueden expresar con el mismo indice de la forma siguiente:
mcm de 9y 6 es 18 5 18+9=2 , 18+6=3

Ja2 = °%a22 =a* (aplicando la propiedad Yam ="gm* )

Ga = S¥aT3 =853

Ejemplo | Reduce los siguientes radicales a un indice comun:

Vs ;A4 b) ¥a3 ;¥a ;¥as (a>0)

Resolucién: a) mcm (2;3)=6 luego: = é/5_3: J 125
4 = =16
b) mem (3;4;8) =24 luego

@:ZW 5 %/Q_ZZ{‘-/E H %:2@5
Actividades de aprendizaje

A1) Reduce los siguientes radicales a un indice comitin. Considera positivas todas las variables y
expresiones que aparecen.

a)\/g"% b)\@;% C)@im d)%/axz—yz;\é/a+b2;\9/x—l
e) Vxy ; Y Nz f)%ie/%;l%/;

Cuando los términos algebraicos con que se trabaja son radicales tenemos un caso especial de términos
semejantes. Asi:



Los radicales que tienen igual indice e igual radicando se llaman radicales semejantes.

Son semejantes los radicales siguientes:
a)Va;5Va b 27 ;-5%7 <) 2a2bx +y ; 3ab2x +y d)%%/xz—Sx s a2~ 3x
No son semejantes 4\/5, 6%; tampoco lo son 8% 3\/)7.

Para sumar y restar radicales semejantes procederemos igual que cuando reducimos términos
semejantes polinomiales o racionales.

Ejemplos | Calcula:

2)3\2+5\2=82 b) -8%a + 6Va=-2%a
c)%%+%%/a_=%% d) 0.5V +y- Ve +y+3Vx+y=2.5Vx+y

e) aVsb + 335b - b sb = (a+3 -b) Vsb £) 5ay - 23a + 4 By = 9By - 23a

Asi pues, solo se pueden sumar y restar radicales si estos son semejantes. Para poder determinar si
dos o mas radicales son semejantes, debe primeramente simplificarse cada radical, como se muestra en
los ejemplos siguientes.

Ejemplos | Calcula:

a) 3V8 —2V18 + 4 V50 =3V4-2 - 2V9 - 2 + 4325 - 2= 6\2 - 632 + 2002 =20\2
b)4%/§—6g/2_5+\9/97=4%/§—6\6/§+\9/x_=4\3/§—6\3/§+%/x_=—2%/§+%/;

x+1 4 N _4x2+2x+1 x+1 (x+1)2

_3\/ﬁ+4 /Ez+3§;€ 3 (;C+BZ z+i+4\/x+1 x+1 _6 %

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Efecttalas siguientes sumas y/o restas.

a) 47 +2V7 b) 536 - 236
) V20 - V45 + 445 d) 730 + Vx - Y+ 15 ¥
e) 2Vx — 13Vy - 6V + 8V + 221 £) aNa2b3c + bVadbe? + cNa2b3c

g) Vx(x + )% - V(- )2 1 \dy? h) 4x\/3;“— 9a\/3za+ax\/%

i) /21;; + a2 / 18 b SOa 3%;15 i) xyz’{“/xmn + Xp2m+ Ly2m




En la multiplicacién y division de radicales se aplican las propiedades:

Ya-Vo=%a-b Yaso=Aa+b

por tanto, es necesario que los radicales tengan el mismo indice. En la practica:

Para multiplicar o dividir radicales diferenciamos dos casos:
(a) Losradicales tienen igual indice
(b) Los radicales tienen indices diferentes

Procedimientos: En el caso (a) aplicamos directamente las propiedades anteriores. Y en el
caso (b) reducimos primero a un indice comtn y después aplicamos dichas propiedades.

Ejemplos | Efectda las siguientes operaciones:
2) (3V3)(-512) = (7)(-5)V(3) (2) = -35V6
b) (abm)(bc%/x_—l): abzcm) = ab2cVa? —1
o) (2V5)(632) = (2V53) (6322) = 12¥(125) (4) = 123500
@) (V18:3) + (V6) =182 = 3.7 = (¥3) (Va2) = V5 ()

S ACARL

g) (8\/;— 5\/;)(3\/E+ 4\y)= 24 + 17\xy - 20y

h) (Vx +3Vy)> =x + 6 Vxy + 9y

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Efectta las siguientes multiplicaciones (todas las variables y expresiones que aparecen son
positivas).

a) a\b-bVa b)\/ag\/)z\/z_x ¢) 3\2a- x\7b d) a\2x - 363843
SRR R B TR )
h) (2-V3)2

a) Calcular el valor de la expresién algebraica: 2 — 6x + 7 parax =3 - \2.

b) Calcular el valor de la expresién algebraica: a2 — 2x — 4 parax =1 + Vs,



A2) Determina el valor de las siguientes divisiones.

DVES VT b)Vatba WE = a2

9362 O+ ab 2y +3a gy Yy

Vx

641 45 )

A3) Efecttia las operaciones indicadas.

) (£ - = b)

ol £ Ve (o T
)x\/_+y\/_ d)[l+m}.(+ +b2)

Para simplificar completamente un radical es necesario que no aparezcan radicales en el denominador.
Esto puede lograrse mediante un procedimiento que se conoce como racionalizacién de los denomi-
nadores.

Ejemplos | Racionaliza las siguientes expresiones:

1 _1-3 _\3_\3 b_2(\3/_) 2325 _ 2325

D E TR VR G B B & s

x*-y* _ (a2 —y2)Nx +y (x2 y2)\x +y _ (x+y)(x—y)Nx+y _ (x—y)Nx+y
20\x +y 20V +y Vx +y 2x(x +y) 2x(x+y) 2x

c)

En el ejemplo anterior los denominadores contienen un solo radical, se trata de denominadores mo-
nomios, cuya racionalizacién es sencilla. Cuando en el denominador aparecen dos radicales que no son
semejantes (no se pueden reducir) se habla de denominadores binomios y para racionalizarlos se hace
uso de expresiones denominadas conjugadas, tales como:

Va+\b y Va-b
Ya que: (\/E+ \/E)(\/Z— \/E) = (\/2)2 - (\/Z)2 =a-b; seconcluye que:

Si un denominador binomio se multiplica por su conjugada, se eliminan los radicales

Ejemplos | Racionaliza las siguientes expresiones:

2 2(V2-3)  _2(:\2-3) _
R P P R A

x-y (x-»Ox+V)  (x-»Ox+)
D T TG xy Y




Y si el denominador es de la forma a - bVm (o también, a + b\m ) su conjugada es a + b\m (o respec-
tivamente, a — b\m) y se cumple que:

(a- b\/a)(a + b\/;) =(a)?- (b\/a)2 =a?-b’m

Ejemplos | Racionaliza las siguientes expresiones:

2) s Vs (V3 +1) \/—5+\/— V15 + s
-1 (B-1)(B+1) 3-1 2

b) Vo _ Ax(ax-bVx)  _axVx—bx x(a\/_ b) _ aVx—b
ax+ b\x (ax+b\/_)(ax b\/_) a2x? — b2x x(azx bz) 22— b2

Sibien es cierto que usualmente se racionalizan los denominadores con el propésito de simplificar
completamente el radical, este procedimiento es igualmente vélido si se necesitara racionalizar el nu-
merador, como se puede apreciar en el siguiente ejemplo donde se racionaliza el numerador:

Va3V _ (Ve 3V)) (W - 3+y) _ x—9y 1
=9  (x-9)(Vx-3¥) (x-9)(Nx-3%) vx-3Vy

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Enlas siguientes expresiones explica por qué son erroneas en lo general:
) Va+b=Va+\b b)Va-b =Va-\b OVN2+ b =a+b

A2) Racionaliza las siguientes expresiones:

a2\/3_x a 2x \7x 3 a_
L Ak~ k- SN HNES

) \/5 1 i) \/;—\/E ]) \/;+\/Z k) \/m

) Gr1 PNarb Ve OTeee

2
N

Hace no muchos afos, no habia computadoras, ni calculadoras, y por lo tanto multiplicar, dividir, calcu-
lar potencias y raices cuando los nimeros implicados eran grandes, era una tarea complicada y dificil, y
con mucha posibilidad de cometerse errores. En cambio, con los logaritmos, tal como se infiere de sus
propiedades, las multiplicaciones se convierten en sumas, las divisiones en restas, la exponenciacién en
multiplicaciones y la extraccion de raices en divisiones, con lo que se facilitaban mucho las operaciones.



¢Qué son los logaritmos?

Se sabe que 10° = 1, 10! = 10, 10? = 10, y que si, 10* = 10000, entonces x = 4. Este ultimo resultado
suele expresarse de la siguiente manera; el logaritmo de 10000 en base 10 es igual a 4, y se representa
simbolicamente como: log;, 10000 = 4.

De igual manera: el logaritmo de 9 en base 3 esigual a2,log; 9 =2
el logaritmo de 125 en base S es igual a 3,log; 125 =3
y el logaritmo de 400 en base 20 es igual a 2, log,, 400 = 2.

De los ejemplos anteriores se concluye que: el logaritmo de un niimero real x, o de una expresién
algebraica, en una base b, es el exponente y al que hay que elevar la base b para que nos dé dicho nimero
x. O sea:

y=log,x < W=x

Nota: Por cuestiones tedricas y practicas la base de un logaritmo suele limitarse a los nimeros reales
positivos diferentes de uno, lo cual implica que no exista el logaritmo de nimeros reales negativos. Las
bases mas comunes son: b =10y b =e=2.71828... Cuando la base es diez el logaritmo se llama logaritmo
comiin o decimal, y cuando la base es el nimero irracional e = 2.71828... el logaritmo se llama logaritmo
neperiano o natural. Ambos logaritmos se simbolizan respectivamente como:

logx y Inx

Ejemplos | a) log, 32 = S(logaritmo en base 2 de 32 esigual a 5), porque: S es el exponente al que hay
que elevar 2 para que nos dé 32, 25 = 32.

b) log, é: -3 (logaritmo en base 2 de Lo iguala -3), porque: -3 es el exponente al que
17511
g ¥ T2y
c) log0.01 =-2 (logaritmo en base 10 de 0.01 es igual a -2 ), porque: -2 es el exponente al

hay que elevar 2 para que nos dé

que hay que elevar 10 para que nos dé 0.01, 10-2 =10°~100" 0.01.

d) In1=0 (logaritmo enbase e de 1 esigual a 0), porque: O es el exponente al que hay que
elevar e para que nos de 1,¢0 = 1.

De la definicién de logaritmo y de las leyes de los exponentes se pueden demostrar algunas propiedades
y/o leyes de los logaritmos que son de gran utilidad para los calculos, por ejemplo:

Silog, A =zylog, B =y, entonces:

log, A +log, B =2z +y,y,log, A —log, B =z -y, pero también por la definicién de logaritmo y/o
leyes de exponentes, b*=A, by =B , A-B=b*-W=b* , %= %
y logb%=z —y dedonde:log, A +log,B=z+y=1log,A-B ylog,A-logiB=z-y= Iogh%

=b*7 , logy,A-B=z+y



En resumen:
1. Dos numeros iguales tienen logaritmos iguales: SiN=W = log, N=log, W.
2. Ellogaritmo de la base es 1: log, b = 1, porque, b! = b.
3. Ellogaritmo de 1 es 0, cualquiera que sea la base b: log;, 1 = 0, porque, b° = 1.
4

. Ellogaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores:
log, (A - B) =log, A +log, B
Eilemplo | log, (8 x4) =log,8 + log,4

5. Ellogaritmo de un cociente es igual al logaritmo del numerador menos el logaritmo del deno-
minador:

log, (A/B) =log, A - log, B

En particular: log, (1/a) =log, 1 - log,a=0-log,a=-log,a

Ejemplos | log, (8/4) =log,8 - log,4
log, (1/8) =-log,8 =-3

6. Ellogaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base de la potencia:
log, A" =n-log, A
Ejemplo | log; 9 =log;(3)2=1log; (3 x 3) =log;3 +log;3 =2 x log,3

7. Ellogaritmo de una raiz es igual al logaritmo del radicando dividido por el indice:

logb{l/;l = lognbA
) 3 1 log S
Ejemplo log\/§=log51/3=§log5=T

8. Para el cambio de base, el logaritmo en base “a” de un niimero se puede obtener a partir de lo-
garitmos en otra base b:

Il aNzlog_bN
log, a

Ejemplo | logs25=2 = $§?=25 = log;S?=log;25 = 2xlog,5=1log;25
5o log, 25 log; 25
log, S log, S

= logs25=



Para calcular el logaritmo de cualquier nimero se puede usar una calcula-
dora cientifica tal como se ilustra en los siguientes ejemplos:

» Paralogaritmos decimales o de base 10:
tecla  teclear tecla  pantalla

log 68 = 1.8325 | .. log,, 68 =log68 =1.8325

» DParalogaritmos naturales o de base e = 2.71828... :

In 100 = 4.60517 .. log,100 =In 100 = 4.60517

» Paralogaritmos de otras bases (se aplica la propiedad 8):

log,, 1S loglS 1.176

log, 15= log,,2 B log2 ~0.301

=3.907

Cuando se aplican los logaritmos es frecuente tener que determinar un namero x del cual se conoce
su logaritmo y en una cierta base b, o sea: se tiene la ecuacién log, x = y, donde x (llamado también
como antilogaritmo de y ) es la incégnita por determinar.

Hay casos donde es sencillo determinar el valor de x, como sucede en los siguientes ejemplos:
log;x=4 = x=3%=8l log,x=5 = x=25=32

Sin embargo, hay otros casos donde determinar el valor de x de manera inmediata puede resultar
sumamente complicado, como ocurre al tener que resolver la siguiente ecuacion: logx = 2.4, ya que aqui
x = 1024, de donde, en forma inmediata inicamente podemos afirmar que 100 < x < 1000.

Los antilogaritmos suelen representarse mediante la expresion: x = antilog;, y. Y se pueden determi-
nar facilmente con una calculadora cientifica tal como se muestra en el siguiente ejemplo:

» Calcular en base diez el antilogaritmo de 2.4: x = antilog,, 2.4 =?

Schift log2.4= 251.1886 .. x=antilog,,2.4 =251.1886

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Enbase ala definicién de logaritmo calcule los logaritmos siguientes:

a)log, 16=y b)log, 8=y c) logﬁ% =y d)log,; 8=y
3
e) logLS =y f)Ined=y g) log, 3*=y h) logl0ett =y
25
i) log32L7=y j) log% 242=y k) log, (1) =y k) log, 0=y

A2) Para qué valores de x estén definidos los siguientes logaritmos:

log (4 - 8x) log, (x2—x) In (ex-1)



A3)

A4)

AS)

A6)

A7)

A8)

Para qué valores de x se cumple que:

log, (8x) =S log, (x2-x) =1 In(x+3)=2 log, 7 :%

log 81=4 In(3x-4)=-1 logsx +log,x=6

A partir de la definicion de logaritmos, demostrar las siguientes propiedades:

"—n. 4 = 1084 _log, N
log, A" =n-log, A Iogb\/_ = log, N= og, @
k

log, a= [Ioga b]—l log, a =log.; Va log, (%) =k

In(A-B)=InA+InB In(A/B)=InA-InB

Escriba las siguientes expresiones como sumas y restas de logaritmos:
] e

IOgb |:T = logb x+2 =

Escriba las siguientes expresiones como un solo logaritmo:

log, z _ b) log(x — y) + log (x2 - 2xy +y2) - 3log(x +y) =

a) 2log, x - 0.5 log,y +

Aplicando las propiedades de los logaritmos, y mediante una calculadora, determina el va-
lor de R en las siguientes operaciones:

_(3.74)5(2.47) 331 [ 1016(4 - 3)
a)R—T b)R— 60.3 C)R— logT'l‘In\/g

; determina el valor de:

1
2

log, (x - w) = log, J(x - w) = log, (%J =

Silog;, x :% y log,w=

La invencion de los logaritmos contribuy® al avance de la ciencia facilitando la modelacién matemética
y la realizacién de célculos muy complejos. Ademds de su utilidad en el computo, los logaritmos tam-
bién ocuparon un importante lugar en el desarrollo de las matematicas avanzadas.

Una ilustracién del poder de estos nuevos métodos de calculo se muestra en el siguiente ejemplo:

calcular por logaritmos la raiz cubica de 65, o sea, determinar x = J65. Resolucién aplicando las propie-
dades 1y 7 de logaritmos:

x=V65 = Iogx=log%/6_=bg%=$= 0.6043

. x=antilog 0.6043 =402 = 65=4.02



También de manera frecuente en matematicas aparecen ecuaciones como las siguientes que requie-
ren de los logaritmos para su resolucion:
3%-y=10
Jutd=Sxe+2 logs(x+3) +logs (x-2) =1 {Sx—2y:100

Asi, la ecuacion exponencial 3***+ = 5%+ 2y la ecuacion logaritmica logs(x + 3) + logs(x - 2) = 1
pueden resolverse con logaritmos de la siguiente manera:

Jrr4=5%+2 = Jog3*+4=]og5%+2 log(x+3) +logs(x-2) =1
= (x+4)log3 = (x +2)logS = logg(x+3)(x-2)=1
= xlog3 + 4log3 = xlog$ + 2logs = (x+3)(x-2)=61=6
= xlog3 - xlog$ = 2logS - 4log3 = x2+x-6=6
= x(log3 - logs) =1ogS? - log3* = x2+x-12=0

log25 —log81 _ 1.398 1908 = (x-3)(x+4)=0
x= 2.301

x =3 y xr=<& (porqué)

log3 —log5 ~ 0.477 - 0.699

Mientras que el sistema se puede resolver como:
{32x—y =10 _, |logdr=loglo=1 _ [(2x-y)log3=1
5%~ =100 5*-2 =1ogl00=2 (x-2y)logS=2
2x - y=1/log3 =2.096 2x-y=2.096 } {Zx -y=2.096 }
x—2y=2/log5=2.861 (-2)(x-2y)=(-2)(2.861) -2x+4y=-5.722
= {3y=-3.626} = {y=-3.626/3=-12} = {x=2.861+2y=2.861+2(-1.2)=0.461}

Una aplicacion financiera de las potencias se presenta cuando una persona deposita un capital en
un banco durante un cierto tiempo y el banco le paga intereses. Dependiendo de que se retiren o no los
intereses periddicamente, el interés se llama simple o compuesto.

Problema: ;En cudnto se convierte un capital de $10,000.00 al 15 % en dos afios a interés compues-
to?

Resolucion: El capital acumulado en el primer aiio es
C,=$10,000.00 + $(10,000.00)(0.15) = $10,000.00 (1+0.15)= $11,500.00

Como los intereses ganados el primer ano no se retiran, entonces el nuevo capital inicial es de
$11,500.00 y el capital acumulado a interés compuesto en el segundo aiio es:

C, = $11,500.00 + $(11,500.00)(0.15)= $11,500.00 (1+0.15)= $13,225.00

Aunque el problema ya estd resuelto, para efecto de observar regularidades en el resultado lo reescri-
bimos de la siguiente manera:

C, = $11,500.00 = $10,000.00 (1 + 0.15)
C, = $13,225.00 = $11,500.00 (1 + 0.15)= ($10,000.00) (1 + 0.15)(1 + 0.15)
=($10,000.00)(1 + 0.15)2 = $13,225.00

Observando los resultados finales para C, y C,, ;cual crees seria el capital final acumulado ( Cf) du-
rante tres y cuatro afos? ;Cuadl para t afios?



En general, el capital final ( Cf) que se obtiene con interés compuesto a partir de un capital inicial (C;)
capitalizable anualmente a t anos, al tanto por ciento anual r, es:

t
_ r
Cf— C (1 +—100J

Aplicando la férmula para el ejemplo anterior se obtiene el mismo resultado:

t 2
_ r ). 1S ) _ 2o
C=C, (1 + 100) = $10,000.00 (1 +155) =10,000.00 (1.15)* = $13,225.00

En los célculos anteriores del interés compuesto, se ha considerado que la capitalizacion es anual-
mente, sin embargo, frecuentemente los bancos capitalizan semestralmente, trimestralmente, mensual-
mente o incluso diariamente. En estos casos, en que la capitalizacion se realiza un numero n de veces por
ano la férmula se transforma en: ot

_ r
G=G (1 * IOOn)

De esta manera, si los $10,000.00 del ejemplo anterior se capitalizaran con el 15% anual pero com-
puesto 4 veces al ano, entonces el capital acumulado después de dos anos seria de:

n-t 4)(2)
= L = —15 = 8 —
C=C, (1 + 100") = $10,000.00 (1 + 50 J 10,000.00 (1.0375)8 = $13,424.7

Como puede observarse de la comparacién de los resultados, la segunda forma de inversion resulta
ser la mas rentable.

Para efectos de planeacion financiera resulta importante poder determinar, por ejemplo, ;cudnto
tiempo se requiere para que con este mismo plan de inversiéon mas rentable el capital acumulado sea de
$25,000.00? Resolucién:

25,000.00
- 4t — 4 — LV TV
C; = $10,000.00 (1.0375)* = $25,000.00 = (1.0375) 10,000.00 2.5
log2.5 24.9
4t= = == 7]
= log(1.0375)* =10g2.5 = 4t logl.0375 249 = t=—;—=6225afios

Otras aplicaciones de sumo interés prictico se presentan cuando en las Ciencias Naturales se dan
situaciones en que se tienen que utilizar medidas de 6rdenes muy diferentes. Por ejemplo, si tenemos
que referirnos a diferentes animales por sus pesos o hacer una gréfica con los mismos, es un gran incon-
veniente que haya tan enormes diferencias entre unos y otros.

Una solucion para abreviar la expresion de esas diferencias es asignar a cada animal el logaritmo de-
cimal de su peso, al que llamaremos el “orden de magnitud™. Por ejemplo: el rotifero: —8.22; la mosca:
-5.3; el pez gobio: —2.7 ; el pajaro mosca: 0.30 ; el escarabajo gigante : 2.00 ; el hombre: 4.96 ; el elefan-
te: 6.9 ; la ballena: 8.08. Esto es lo que se llama una escala logaritmica.

Ahora ya podemos, por ejemplo, hacer una escala con todos los animales que no sea excesiva. El
orden de magnitud de cada animal serd un numero entre -9 y 9 y llamaremos: muy pequefios a los
que estén en el intervalo (-9, -5); pequefios a los que estén en (-5, —2); medianos a los que estén en
(=2,2); grandes a los que estén en (2, S) y muy grandes a los que estén en (S, 9). De esta manera en un
rango pequeno, en este caso de -9 a 9, se consigue expresar realidades muy diferentes.

Las tres escalas logaritmicas usadas cominmente son la escala Richter, la escala de decibeles y la escala
pH. Las escalas logaritmicas pueden ser muy utiles, pero jcuidado!... solo si se entienden bien. Decir que
la ballena es de orden 8 y el hombre es de orden 5, no significa que una ballena pese casi el doble que un
hombre, sino 108-5 =103 = 1000 veces mds.



En Geologia la escalalogaritmica que ha sido desarrollada para medir la intensidad de los terremo-
tos se le conoce como la escala de Richter que lleva el nombre del sismélogo americano Charles Richter
(1900-1985). Asi, la fuerza de un terremoto medida por la escala de Richter esté dada por la expresion
R =1og(E/E,), donde E es la intensidad de las vibraciones del terremoto medido y es la intensidad de la
unidad de un terremoto estindar. Esta unidad estidndar es medida por un instrumento conocido como
un sismografo, el cual detecta las vibraciones en la corteza terrestre.

El dia 14 de mayo de 1995, el Servicio de Informacién Nacional de Terremotos de los Estados Uni-
dos informé un terremoto en el sur de California que midi6 3.0 en la escala de Richter, pero, pocas per-
sonas se dieron cuenta de esto. Anteriormente, ese mismo afio, el dia 17 de enero de 1995, un terremoto
en Kobe, Japén, ocasioné 2000 muertos y miles de millones de délares en dafios. Este midi6 7.2 en la
escala de Richter. ; Cudn mads severo fue el terremoto de Kobe, que el del sur de California?

Resolucion: De acuerdo a la definicion de la escala de Richter
3.0 =log(E/E,) =logE (California) —logE, y 7.2=1log(E/E,) =logE (Kobe) - logE,
Restando las dos ecuaciones y usando la propiedad S de los logaritmos se obtiene que:

4.2 =logE (Kobe) - logE (California) = log(E (Kobe/E (California)) = 4.2

= E (Kobe/E (California) = 1042 = 15848.9 = E (Kobe) = 15848.9 x E (California)

En consecuencia, el terremoto de Kobe tuvo una intensidad 15,849 veces mayor que el terremoto de
California. jEsta es la razon por la cual el terremoto de Kobe estuvo en las noticias nacionales! Debido
a que la escala de Richter es una escala logaritmica, las diferencias pequefias en los valores Richter (7.2
a 3.0, por ejemplo) se traducen en diferencias enormes en la intensidad de los terremotos. De donde, la
escala de Richter es una medida comparativa, mds que una medida absoluta.

En la definicién de logaritmo aparecen dos relaciones matemdticas estrechamente vinculadas entre si, y
de suma importancia, como son:

y=log, x x=b

las cuales reciben respectivamente el nombre de funcién logaritmica y funcion exponencial.

Se dice que estas dos funciones son inversas entre si, ya que si se aplica una después de la otra sobre
un numero x sus efectos se cancelan. Por ejemplo, para una base b = 3y x = 9, se tiene que: log,9=2y
32 =9, 0 también, 3° = 19683 ylog;19683 = 9.

En general, se cumplen las relaciones: log, b*=x y blogy* =«

Una problemdtica comun donde aparecen estas funciones es cuando se estd analizando un cultivo de
bacterias, las que se reproducen cada hora (se dividen por la mitad), tal como se muestra en la siguiente
tabla para los primeros cinco periodos.

1er Periodo 2do Periodo 3¢t Periodo 4to Periodo Ste Periodo
2 2x2=4 4x2=8 8x2=16 16 x2=32



:Qué operaciéon matematica se hace para calcular la cantidad de bacterias en cada periodo? Respues-
ta:

Sillevamos estos datos a un par de ejes cartesianos de manera que los periodos se ubiquen sobre las
abscisas (eje de las X) y la cantidad de bacterias en las ordenadas (eje de las Y), se obtiene la siguiente
grafica:

30

20 A partir del grafico, podemos determinar “prac-
ticamente” la cantidad de estas bacterias que ha-

10 bria en cualquier periodo.

1 2 3 4 5

Para determinar el modelo matemadtico que permite cuantificar el nimero de bacterias (y) en un
cierto periodo (x) analicemos los valores de la tabla anterior. En el primer periodo, para x = 1, tenemos
que y =2 =21, en el segundo, para x =2,y =4 = 22, en el tercero, para x = 3, y = 8 = 23, si generalizamos
tenemos que en el periodo “x” el numero de bacterias es 2*. Asi que la funcién exponencial que repre-
senta el nimero de bacterias es: y = 2*.

:Cudntos periodos x se necesitan para obtener 512 bacterias? Para calcularlo basta con resolver la
ecuacion exponencial: 512 = 2%, O sea, necesitamos calcular el logaritmo de 512 en base b = 2, entonces:

log512

=log,512 =
x =log,5 log2

9

Del ejemplo anterior es evidente que tanto la funcién exponencial como la logaritmica pueden ser
evaluadas y representadas en una tabla de valores y graficadas en un sistema de coordenadas rectangu-
lares de la siguiente manera:

EjeY EjeY
A A

Eje X

Eje X

Funcién exponencial: y = a* Funcién logaritmica: y = log, x ; x > 0

Nota: En las funciones exponenciales (y = a*) el dominio de la funcién es el conjunto de los ntime-
ros reales, ya que cualquier exponente real puede definir una potencia. El problema lo encontramos en
las bases, éstas deben ser positivas, mayores que uno y distintas de cero. ;Por qué sdlo positivas?



Actividades de aprendizaje de la unidad 3 para resolver en equipo

Al)

A2)

A3)
A4)

AS)

A6)
A7)

A8)

A9)

Resolver las ecuaciones siguientes:

a) 28+ 1=3% b) 72%-1=43x-2 €)2.97%=271%+2
d) logs(2x— 1) +logs (x +2) =2 e) log,(x + 6) =3 -log; (2x - 3)
f) log,(x2-3x-2) ~log, (x—4) =3 g) 3(9%) +9=28(3%)

Resolver los sistemas de ecuaciones siguientes:

){52x+3y=120 b){134x_y:15 ){ex—y=e3 d){logx +10gy=4
23x+5y = 30 75%-y =50 ety =2 log2x —log Sy =1

;Cudl es el capital acumulado a partir de un capital inicial de $15,000.00 invertido al 18 %
compuesto anualmente en tres afios?

:Cudl seria el capital acumulado, después de 8 afios, de $5,000.00 invertidos en la banca, si
se capitalizan con el 20% anual pero compuesto S veces al ano?

En el afio 1908 ocurrié un terremoto en San Francisco de California de intensidad 8.3 enla
escala de Richter y otro en la frontera de Colombia y Ecuador de intensidad 8.9. ;Cudntas
veces mas intenso fue el terremoto de Suramérica que el de San Francisco?

Calcule la intensidad relativa de un terremoto cuyo nimero de Richter es de 6.7 en compa-
racién con uno cuyo numero de Richter es de 8.2.

Calcule el numero de Richter de un terremoto que tiene 4500 veces la intensidad de uno
cuyo numero de Richter es de 4.4.

Para determinar la edad de una roca la ciencia geoldgica actualmente ha podido desarrollar
una técnica basada en la concentracién de material radiactivo en su interior. Cuanto mas
joven es la roca mayor concentracién de material radiactivo encontraremos. Para calcular
esta concentracion la férmula que se utiliza es C(t) = k x 3+, donde C(t) representa la con-
centracion del material radiactivo, t el tiempo transcurrido medido en cientos de afios y “k”
la concentracion del elemento en el momento de formarse la roca. Asi para una roca con
k =4500, a) ;Cuanto tiempo debe haber pasado para que hallemos en ella una concentra-
cién de 15007 ; b) ;Qué concentracion tendriamos al cabo de dos siglos?; ) ;En qué tiempo
se acabaria este material?

El nimero de bacterias en un cierto cultivo es N(f) = N, - 2k, donde t se mide en horas. Si al
cabo de 4 horas, el néimero de bacterias 32 es veces lo que habia al principio, ;en qué tiempo
se duplicard el nimero de bacterias?



Propésito de la unidad

Resuelve y aplica las ecuaciones, funciones e inecuaciones cuadraticas,
en la formulacidn y resolucion de problemas de su vida cotidiana, y de
algunas dreas de las ingenierias y las ciencias.

Contenido Indicadores de desempeiio

En esta unidad debe lograrse que los alumnos
o Ecuaciones cuadriticas o de segundo

grado: Tipos de ecuaciones de segundo
grado. Métodos de resolucién de ecua-
ciones cuadréticas: despeje, factorizacion,
completando un trinomio cuadrado per-

sean capaces de:

1)

Definir, identificar y resolver las “ecuaciones de segundo
grado con una variable o incognita”

fecto, formula general. Deduccion de la 2)  Desarrollar habilidades en la resolucién de ecuaciones
formula general para resolver ecuaciones de segundo grado o que se puedan transformar en éstas,
de segundo grado. Discriminante de la f6r- aplicando el despeje, la factorizacion o la férmula gene-
mula general y raices reales de la ecuacion ral (segtin sea més pertinente).
de segundo grado. Ecuaciones de forma 3)  Comprender la deduccién de la férmula general para la
cuadrética. resolucion de la ecuacién de segundo grado. Asi como,
Funcién cuadratica: Definicién y grifica conocer el concepto “discriminante” y su relacién con la
Relacién entre la ecuacién y funcién cua cantidad de soluciones de la ecuacién cuadratica.
drética. Ceros y valores maximos o mini- 4)  Desarrollar habilidades en la resolucién de problemas
mos (vértice) de una funcién cuadritica. que conduzcan al planteo y resolucién de ecuaciones de
Determinacion de una funcién cuadratica segundo grado o que se puedan transformar en éstas.
a partir de tres puntos de su gréfica. 5S)  Reconocer la relacién entre ecuacién cuadritica y fun-
. . . i6n cuadrdtica. 3 uncion cua-

Inecuaciones cuadraticas de una varia cién cuadratica. Ademds de encontrar la funcién cua
ble: Definicién y solucion de inecuaciones dratica a partir de tres puntos dados de su grafica, y

- - . encontrar el valor médximo o minimo (vértice de la grifi-
cuadraticas. Representacion del conjunto ) -

-, . . ca o pardbola) de una funcién dada.
solucién por medio de intervalos. Planteo
y resolucién de problemas que dan origen 6)  Definir y comprender los conceptos de inecuacién cua-

ainecuaciones cuadraticas.

ht;‘f

dratica y de su “conjunto solucion”. Y, desarrollar habili-
dades en la resolucién de inecuaciones cuadrdticas con
una variable, y en su aplicacién ala resolucion de proble-
mas que se resuelven mediante el planteo y resolucién
de este modelo matematico.



Actividad preliminar: ¢ Qué es una ecuacioén cu
¢Qué es una funcién cuadratica?

Ver los siguientes videos:

https://www.youtube.com/watch?v=dXakJkBRpgM
https://www.youtube.com/watch?v=sdWhSCnYIx4
https://wwwyoutube.com/watch?v=0pUnHF1F]2s

Introduccidon

En esta unidad continuards con el estudio de las ecuaciones, inecuaciones y funciones, en particular,
aprenderds sobre los procedimientos para resolver y aplicar las ecuaciones de segundo grado o
cuadraticas, y también las funciones e inecuaciones cuadriticas.

4- /l Problemas que originan ecuaciones
de segundo grado o cuadraticas

Las ecuaciones cuadraticas se pueden originar a partir de la modelacién matemdtica de una gran varie-
dad de situaciones problematicas. Por ejemplo, si cada estudiante de un grupo de primer grado de pre-
paratoria escribe la direccién de los demds alumnos de su aula, y si en total se copian 600 direcciones,
entonces el nimero de alumnos del grupo puede ser determinado a partir de la resoluciéon de la ecua-
cién cuadrética n? — n — 600 = 0, la cual puede obtenerse a partir del siguiente proceso de modelacién:

Modelacion y resolucién del modelo: Sea n el nimero de alumnos del grupo, luego cada alumno
escribira la direccion de los demas menos la suya, o sea (n — 1) direcciones, y si en total se escribieron
600 direcciones entonces podemos plantear la ecuacién n(n — 1) = 600, la cual se puede resolver por
factorizacion de la siguiente manera:

n(n-1)=600, = n2-n=600 = n2-n-600=0 = (n-25)(n+24)=0
=>n-25=0 o n+24=0 = n=25 o n=-24
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Ya que n representa el numero de alumnos, la solucién negativa no es posible para este problema. Por
tanto, tomamos como solucién n = 25 (Comprobacién: 25 X 24 = 600). En conclusién (respuesta): El
grupo tiene 25 alumnos.

Otra problematica que da origen a una ecuacién cuadritica (derivada de un modelo matemético
cuadratico) es cuando en la clase de Fisica se demuestra que la altura y de un cuerpo, después de t se-
gundos de haber sido lanzado hacia arriba, desde el piso, con una velocidad inicial V,,, estd dada por la
férmula:

2
y=Vyt- th (donde: (donde g=9.8 m /seg? esla aceleracién de la gravedad)

y se pide calcular el tiempo para que el cuerpo regrese al suelo.

Por ejemplo, si en este problema fisico una pelota es lanzada hacia arriba con una velocidad inicial
de 40 m/seg, entonces, su tiempo de vuelo se calcula resolviendo la ecuacion cuadratica:

28424 401t= 0, que se obtiene de sustituir los valores de las variables V=40 m/seg y y=0enel

modelo correspondiente. Resolviendo esta ecuacion también por factorizacion, se determina que:

_¥t2+40t=0 = 492+40t=0 = t(-4.9t+40)=0

=>t=0 o -49t+40=0 = ¢, =0seg o t,=

9 =8.16 seg

De donde, el tiempo t, = 0 seg queda descartado pues corresponde al momento inicial del movi-
miento y, por ende, el tiempo t, = 8.16 seg es el que requiere la pelota para regresar al nivel del suelo. Dos
preguntas interesantes que se pueden hacer en este problema son: ;Cual es la altura maxima alcanzada
por la pelota? y ;en qué tiempo alcanza la altura maxima?

De los ejemplos anteriores se puede decir que, en general, una ecuacién de segundo grado o cuadra-
tica es toda ecuacion de la forma:

ax*+bx+c=0 ; abyce Rya=#0

o que se pueda reducir a ella.

En una ecuacién cuadritica completa aparecen tres términos, que son: ax? denominado término
cuadrético, bx denominado término lineal y ¢ que se llama término independiente. Cuando falta uno
de estos términos, ya sea el lineal o el independiente, se dice que la ecuacion estd en forma incompleta.

Asi, las ecuaciones siguientes son ejemplos de ecuaciones de segundo:

9.8

3x2-6x+105=0 n2-n-600=0; - 2+80t=0 4x2-9=0 Sx2=0

de las cuales, inicamente las dos primeras estdn en forma completa o estindar.

Hay ecuaciones que en lo inmediato no parecen ser de segundo grado, sin embargo, mediante trans-
formaciones algebraicas se transforman en ecuaciones cuadriticas en su forma estandar, por ejemplo:

x=x+3 2x*=8 n(n-1)=600 (x-2)(x+1)=10

(x-12+2(x+1)=0 L=x+3 2 _5=_4
X x-2 x—-7




Algunas ecuaciones de segundo grado, como ya se estudié en Matematicas I, se resuelven facilmente
aplicando un simple despeje, o la descomposicion factorial que requiere de la siguiente propiedad de
los numeros reales:

Siaybe R,secumple:a-b=0 = a=0 o b=0

Determina el conjunto solucién de las ecuaciones siguientes

a) x%-2x-35=0= Factorizando el miembro izquierdo: (x-7)(x+5) =0
Aplicando la propiedad anterior: x-7=0 o x+5=0
Ejemplos Despejandox:  x;=7 o x,=-5

Comprobacién para x; =7: (7)2-2(7) -35=49-14 -35=35-35=0
Comprobacién para x, = -5: (-5)2 -2(-5) -35=25+10-35=35-35=0

Como x, = 7 y x, = -5, satisfacen la ecuacion, entonces ambos son soluciones de la
ecuacion. Esto también pueden escribirse en forma de conjunto: § = {-5, 7}.

b)  4x2-9=0 (Resolucién por factorizacién) 4x2 -9 =0 (Resolucién por despeje)
(2x+3)(2x-3)=0 4x2=9 :xz:%
2x+3=0 o 2x-3=0 —~ ox=x 2 -4+3
3 3 4 2
xl — E (o] x2 = E

Comprobaciénparaxlz—%: 4(—%)2—9:0 = 4(%]—9:0 = 9-9=0
Comprobacién para x, = % : 4(%)2—9=0 = 4(%)—9:0 = 9-9=0

Por tanto, el conjunto solucion de la ecuacién es: S = {xl =- % ) Xy = i}.

2

c) 4x%+9=0.Yaque4x2>0, en consecuencia, 4x* + 9 > 0y, por tanto, no es posible des-
componer en factores este binomio yla ecuacién no posee soluciones en el dominio de
los nameros reales.

d) (x+3)2+3x2=10x+8 (Realizando las multiplicaciones)
X2+ 6x+9+3x2=10x+8 (Transponiendo términos)
x2+6x+9+3x2-10x-8=0  (Reduciendo términos semejantes)
4x2—4x+1=0  (Factorizando) 4a%—4x+1=0
(2x-1)2=0 (Yaque:a’=0 < a=0)
2x-1=0 .. «x= % (Despejando x)

. _1 (122 Lo (1) oL 71 y3(L] =
Comprobacién para x = 5 .(2+3) +3(2) = 10(2)"'8 = (2) "‘3(4) S+8

49 3— 2: = :i
:>T+Z_l3 = 4 13 = 13=13 = S {2}



2 3
e) x2—4 + x+2 =1

Para eliminar los denominadores basta multiplicar ambos miembros de la ecuacién
por el minimo comtn multiplo de los denominadores 2 — 4 = (x — 2)(x + 2) para

obtener:
2(x-2)(x+2)  3(x-2)(x+2) _
T ) = (1)(x-2)(x+2)
= 2+3(x-2)=(x-2)(x+2) Comprobacién parax, =0: (O)§=4 + 0‘12:1
—6=x2— 2 3 __1.3_2_
= 2+3x-6=x2-4 =7t S5t5=5=1
= x2-3x=0 Comprobacién para x, = 3:
= x(x-3)=0
= x,=0 o x,-3=0
= x,=0 o x,=3 - 8=1{0,3}

Nota: De los ejemplos resueltos anteriores se observa que hay ecuaciones de segundo grado que tienen
dos soluciones, otras que tienen una sola solucidn y otras que no poseen soluciones en el conjunto de
los numeros reales.

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

A1) Resuelve las ecuaciones siguientes por despeje o factorizacién:

a) a2+3x=0 b) x2-16=0
c) 1¥+12=0 d) Sy>-8y=0
e) 8x2+2x=0 f) w2-12w+4=0

g) Sat+4=2(x+2) h) x(x-1)-5(x-2)=2

i) 2x-3)2-(x+5)=1
k) (x-2)(x+1)+2(2-x)=x-2

m) 3x — l:1—1
x 2
~) dx-1  2x+1

2x+3  6x+S5

x-2  x+2 _ 40
x+2  x-2  x2-4

p)

i) 2x+1)2 =4 (x-2)
) (x+3)2+(x-3)2=10
n) 3-[Sa2+ (- 12x2-5Sx+3)]=6x2+4x+6

o) 4xr-3x+S

x2-2x+3

X 1 2x+6
q) - =

x+1 x-3 x2-2x-3

A2) Determina para qué valores de la variable x no estén definidos los cocientes siguientes (recuerda
que la divisién entre cero no est4 permitida):
2

1 x2+ 5
b
x% + 6x ) 2

2) x2-9 xZ—x-2

A3) Si una de las soluciones de la ecuacion 4«2 — 13x + m = 0 es 4, determina el valor de m y la otra
solucién.



A4) Resuelve las ecuaciones siguientes por factorizacién:

a)

AS)

a)
b)

c)
d)
e)
f)

X3+ 6x2=0 b) x3-9x2=0 c) x¥-—a2-2x=0
En los siguientes problemas determina los nimeros que se piden:

La suma de un nimero y su reciproco es 26/5. ;Qué nimeros satisfacen esta condicién?

La diferencia de dos nimeros es 7 y su suma multiplicada por el nimero menor es igual a 184.
Halla los nimeros.

Encuentra tres nimeros consecutivos tales que el cociente del mayor entre el menor es igual a
3/10 del nimero intermedio.

Halla un nimero de dos digitos en que la cifra de las decenas sea igual al cuadrado de la cifra
de las unidades y la suma de los dos digitos sea 12.

La suma de los cuadrados de dos niimeros enteros consecutivos es igual al mayor més 10 veces
la suma de ambos. ;Cuéles son los nimeros?

Si mi hermano es mayor que yo dos afos y la suma de los cuadrados de nuestras edades es 340
anos. ;Qué edad tenemos cada uno?

A6) Siuna pelota es lanzada desde el piso hacia arriba con una velocidad inicial de 30 m/seg, ;cual es
su tiempo total de vuelo? y ;en qué tiempo se encontrard a 10 metros de altura?

Ya conoces como resolver una ecuacion de segundo grado aplicando la factorizacion o el despeje; pero
hay ecuaciones cuadraticas completas donde estos procedimientos no son de ficil aplicacion. En razén
de lo anterior en este apartado conoceras y aplicaras una férmula general para resolver ecuaciones de
segundo grado completas e incompletas.

Para deducir dicha férmula general, utilizaremos el Método de Completar un Trinomio Cuadrado
Perfecto (x2 + 2xy + 2y) el cual resulta, como recordarés, de elevar un binomio (x + y) al cuadrado, o sea
(x+y)2=a2+2xy + y~

Primero ilustraremos este método resolviendo la ecuacién cuadritica completa particular
~4.92 + 30t - 10 = 0 (cuyos coeficientes son a = — 4.9, b = 30 y c =-10) que resulta complicada resol-
verla por factorizacion:

-49£ +30t-10=0 (Se divide la ecuacién entre a = — 4.9
— 2 —
= 49 +300-10 0 (Se realiza la divisién en el segundo miembro: L= 0)
-49 -49 a
=+ % + % =0 (Se transpone el término lineal (é) al segundo miembro)
_ 2
—py30f 10 (Se suma (i) en los dos miembros de la ec. para formar el TCP)
-49  -49 24



2 _ 2
=2+ 30 t, ( 30 ): _ =10 + ( 30 ) (Se factoriza el primer miembro de la ec.)
~49 (2(-49) 49 " \2(-49))
30 2 -10 (302 ] 302 - 4(-4.9)(- 10) L
= |t +— = — = S d 1 ﬁ
( + _2(_4.9)) 49 + G0y ) (Se ordena y simplifica)
- \/ t+ \/(302 —4(-4.9)(- 10)] (Sesacaraiz | enambos miembros dela ec.)
2( 4 9) 4(-4.9)2
t+ 30 = 4302 - 4(-49)(- 10) (Se resuelve la ecuacién con valor absoluto)
2(-4.9) 4(-4.9)
2_a(— _
= t+ 2(3_04.9) = ‘/ 30 4?E43)9)( 10) (Se transpone el término 2—5‘1 al segundo miembro)
_ 2_a(_ _ _ 2_4(— _
Lo 30, B0P-4(C49)(-10) 30+ J 302-4(-4.9)(- 10) (Se sumay resta)
2(-4.9) 4(-49) 2(-4.9)
De donde: t; = y t, = Comprobacién:

~30+ 4 302-4(-4.9)(-10)
2(-4.9)

La tltima expresion del ejemplo anterior, t = , puede también

expresarse en términos de los coeficientes a = -4.9, b = 30 y ¢ = -10 de la ecuacién cuadratica inicial

-b+4 b2-4ac

—-4.912 + 30t -10 = 10, para obtener: t= >
a

:Cudl crees serfa el resultado final si aplicaras este método para la ecuacién cuadritica general
ax?+bx+c=0, a=0?

Apliquemos ahora este método de completar un trinomio cuadrado perfecto a la ecuacién cuadra-
tica general ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0). Para ello, primeramente pasamos el término independiente al
miembro derecho y dividimos ambos miembros de la ecuacién por a y, después, sumamos a cada uno la
expresion % 2, para transformar el miembro izquierdo en un trinomio cuadrado perfecto factorizable,

tal como se muestra a continuacidn:

bx c b b _ b ¢ bx\* _ b>—4ac
2 = 2 _ = - — = — = — - = —
ax>+bx+c=0 = x?+ " P 2+ x+(2a] v :>(x+2a) i
Observa que en la expresion _bzgaézlac se cumple siempre que 4a2 > 0, pero b2 — 4ac (denominado el

discriminante dela ecuacion) puede ser positivo, cero o negativo. Hagamos D = b2 — 4acy consideremos
los casos siguientes:

Caso 1: Si D > 0, se puede plantear entonces que:

(ﬁk}z b>-4ac |  be| _ [bP-4ac _ b _ Jb-dac
2a 242 2a| 4q2 T2uT T g

L Y b2 - 4ac _ _ —b+b*-4ac _—b—yb>—4ac
2a

b
= 2a 2a = 2a 0 i



- bt Jb2-4ac
2a
-bt0

Caso 2: SiD =0, se puede plantear entonces que: x = 5. =5, ¢S la solucién tnica de la
a a

Estas dos soluciones se acostumbran escribir asi: x; , =

ecuacion.

Caso 3: SiD < 0, se puede plantear entonces que: como el discriminante D = b? — 4ac es un nimero
negativo, entonces no es posible la extraccion de su raiz cuadrada en el dominio de los nimeros reales.
Por consiguiente, en este caso la ecuacién ax? + bx + ¢ =0 (a# 0) no tiene soluciones reales, ya que

\De®.

En resumen, se llama formula general de resolucion de la ecuacion de segundo grado ala expresion:

- bt{b2-4ac

x1,2= 2a

Donde: el valor de D = b2 — 4ac (el discriminante de la ecuacién) determina la naturaleza y nimero
de raices de la ecuacidn.

Ademads, puesto que hemos analizado todos los casos posibles con relacion a las raices de la ecuacion
cuadrética, podemos plantear el siguiente teorema:

I) Si D=0b2-4ac>0, entonces la ecuacién cuadratica ax? + bx +c=0 (a, b, ¢, € R, a#0) tiene dos

-b+{b>-4ac y = -bxb>-4ac

soluciones reales que son: x, , = =
q 1,2 2a 2 2a

II) SiD =0, entonces la ecuacién tiene una sola solucién: x, = - 55"
a
III) Si D <0, entonces la ecuacién no tiene soluciones en ‘R.

Estrategia de resolucién para resolver una ecuacion cuadritica
con la férmula general

1) Transférmala, sino lo est4, ala forma ax2 + bx +c=0 (a#0)
2) Identificay determina los valores de los coeficientes a, b y c.
3) Calcula el discriminante D = b2 — 4ac.

3.1) SiD<0, entonces no posee soluciones reales y finaliza.

b

3.2) SiD =0, entonces posee una sola solucién: x; = — 2

bw/D " -b-{D

3.3) SiD > 0, posee dos soluciones: «x, = 5 =
a

2 2a

Calcula mediante la formula general las soluciones de las siguientes ecuaciones cuadraticas:

Ejemplos
jemp a) 2xr-17x-117=0.

Resolucion: En esta ecuacion tenemos que: a=2,b=-17,c=-117.
Y como: D = b2 —4ac=(-17)2 - 4(2)(-117) =289 + 936 = 1225 > 0, la ecuacién tiene
dos soluciones distintas, las cuales se obtienen aplicando la férmula general:



_ —b+yb>-4ac  -(-17)+1225 17+35 S2

M= 2a - 20) 4 4P
_=b-Jb—4ac _ -(-17)-J1225 _17-35 _ 18 _ 9
%= 2a - 22) T 4 T4 T2
Comprobacién parax, = 13: 2(13)2 - 17(13) - 117 =338 -221 - 117=338-338 =0
i6 - 22 - )= B 1Sy
Comprobacién para x, = > .2( 2) 17 > 117 = > + 2 117=0
Por tanto: x, =13y &, = - 2 sonlas soluciones de la ecuacién.

2
b) «x(x+3)-4=5x-3.

Resolucion: Primeramente hay que transformar la ecuacién a la forma general
x(x+3)-4=5x-3 =>x2+3x-4=5x-3 =x2+3x-4-Sx+3=0 =>x2-2x-1=0

Dedonde:a=1,b=-2,c=-1yD=b2-4ac=(-2)2-4(1)(-1)=4+4=8>0
_-b+yD _ —(-2)+/8 _2+/8 2+283 483

*1="0g 16 R O S S
g bD_ (V-8 _2- 2-283 083,
T 2a 2(1) 2 2 2 ‘

Comprobacién para x, = 2.42: 2.42(2.42 + 3) -4 = 5(2.42) - 3
242(542-4~=12.10-3

13.12-4~9.10 Nota: te sugerimos hagas la

9.12 ~9.10 comprobacion para x, = -0.42

0 x+2  3x Resolucion: Transformamos primero la ecuacién a la
x+1  x-2 forma general ecuacién a la forma general

(x+2)(x-2)=3x(x+1) =a? —4=3x2+3x =2 +3x+4=0

Donde:a=2,b=3,c=4.YcomoD="02-4ac=(3)2-4(2)(4) =9-32=-23<0,la
ecuacion, por tanto, no posee soluciones en el dominio de los nimeros reales.

Se ha visto que no todas las ecuaciones cuadréticas tienen soluciones reales, sin embargo, un resul-
tado interesante es que con un par de niimeros reales cualesquiera, por ejemplo w, € R y w, € R,
siempre puede obtenerse una ecuacion cuadratica que tiene como soluciones a dichos nimeros. Y la
ecuacién se puede determinar mediante el producto: a(x —w,;)(x-w,) =0 ; donde:ac Rya=0.
(Por qué)

Obtener una ecuacién cuadrética cuyas soluciones sean w, =3y w, = — 4.

Ejemplo
Jemp Resolucion: 2(x-3)(x-(-4)) =0 = (2x-6)(x+4)=0 = 2x2+2x-24=0



Hay que sefialar también que existen ecuaciones denominadas de forma cuadrdtica, que mediante
una transformacién algebraica apropiada (que generalmente puede ser un cambio de variable) pueden
ser reducidas a cuadraticas y resueltas como tales.

Por ejemplo la ecuacion: (x2 + 6)2— 17(x2 + 6) + 70 = 0 es de forma cuadratica ya que con el cambio
de variable x? + 6 = y puede ser reducida a la cuadratica: y? — 17y + 70 = 0, la cual puede ser resuelta de
la manera siguiente.

y2-17y+70=0 = (y-10)(y-7)=0 = y=10 o y=7
= x2+6=10 o0 «2+6=7 = x=x+4=22 o x=%+l1==%1
= X =2, %=-2 , x3=1, x,=-1L

También hay algunas ecuaciones que contienen radicales y en cuyo proceso de resolucién aparecen
ecuaciones cuadriticas. Por ejemplo al resolver: x — yx + 10 = 2.

Resolucidn:

x— yx+10=2 (Primero mediante transposicion se aisla el radical )

= x-2=+4x+10 (Se elevan al cuadrado ambos miembros de la ecuacion)

= (x-2)2 =(Vx+10)2 (Sedesarrolla el binomio y se eliminala +/ ...)

= x?-4x+4=x+10 (Se transponen los términos al primer miembro y se simplifica)
= x2-5x-6=0 (Se resuelve la ec. cuadrdtica...)

= x=-1y x,=6 (Se realiza la comprobacién en la ec. cuadrdtica y en la original)

Comprobacion enla ec. original:

parax;=-1: -1 - -1+10=-1-3=-4#2 ; .. x noessolucion
parax, =6: 6-46+10=6-+16=6-4=2 ; .. x, siessolucién oraizdela ec.original

Por altimo, hay que mencionar que las ecuaciones cuadraticas también aparecen en la resolucién de
sistemas de ecuaciones no lineales de 2x2 formadas por una ecuacion cuadratica y una ecuacién lineal o
por dos ecuaciones cuadraticas. O sea, que un sistema de ecuaciones es no lineal, cuando al menos una
de sus ecuaciones no es de primer grado. Por ejemplo:

x2+y2=2S

x+y=7

Estos sistemas se suelen resolver por el método de sustitucion, que consiste en los siguientes pasos:

Paso 1. Se despeja una incognita en una de las ecuaciones, preferentemente en la de primer grado, asi
despejando la y obtenemos: y =7 — x.

Paso 2. Se sustituye el valor de la incégnita despejada en la otra ecuacién: x2 + (7 — x)2 =25
Paso 3. Se resuelve la ecuacién (en este caso cuadrética) resultante:

2+ (7-x)2=25 = x2+49-14a+x2=25 = 2x2-14x+24=0 = x2-7x+12=0
= (x-4)(x-3)=0 = x-4=0 o x-3=0 = x, =4 0o x,=3



Paso 4. Cada uno de los valores obtenidos se sustituye en la otra ecuacidn, se obtienen asilos valores
correspondientes de la otra incognita: y, =7 -x,=7-4=3, y,=7-x,=7-3=4
Por tanto, las soluciones del sistema son: (x; =4,y,=3) y (x,=3,y,=4).

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

A1) Resuelve las ecuaciones cuadriticas siguientes aplicando el método de completar un trinomio
cuadrado perfecto o mediante la férmula general:

a) x2-4x+7=0 b) 242 -1=0
c) 4a2+3x-22=0 d) 6x2 —13x=10x - 21
e) x2+(x+5)2=5+16(3-x) f) 3x(x-2) - (x-6)=23 (x-3)
g) (x+2)2=2x(x+2)-5 h) 20x2 =14 +27x
i) 3x(x-2)-(x-6)=23(x-3) j) (x-8)(Bx+9)=(2x-2)(x-3)
k)  1000x2 - 6000x + 7000 = 0 ) x= 1
x+1

6 9 4 1 2

b _ J_42 _2=
m) x> x 3 n) x+3 x—-6
. 3 14, 21 x+2  x-1_x-4
f) x—2+2_x+2+x2—4 o) x +x—2 x2 -4

6x Nx _ 17x-5 x+3 3x-1 x-21 x+7
iy il e N M ) Tox = 40w T 202 ' aa

r) x 2 3 s) S x—6

+ = + =2
x-2 x*-Sx+6 x-3 x-2 (x-2)2

A2) Determina las raices de las siguientes ecuaciones reducibles a cuadréticas:

a) 4(x2-x)2-11 (x2-x)+6=0 b) 3x*-2x2-1=0 c) 16x*-65x2+4=0

d) (*-4y)2+2(y*-4y)=3 e) 8x-2=10x-1+3 f) yx+10-x+2=0

g) x+§:3+4(x;§) h) VIx 7 +3x 71022 i) A1 6-yx—d=y2_
— X

A3) Aplicando la férmula general de resolucion de la ecuacién de segundo grado factoriza los siguien-
tes polinomios:

a) a2 +24x+ 143 b) Sx2+41x+8 c) 12x2+5x-2 d) 6x2+7x-10

A4) (a) ¢Para qué valores de a tiene la ecuacién x2 + 3x + a = 0 exactamente una solucién? y ;Para
qué valores de a no tiene ninguna solucién en los nimeros reales? y (b) ;Para qué valores de k la
ecuacion x? + kx + k = 0 tendra solucién unica?

AS) Demostrar que si x; y x, son raices de una ecuacién cuadratica de la forma ax? + bx + ¢ = 0
(a#0), entonces:

i) x1+x2=_7b yxl-x2=% i) x — (x; +x,) x+ (%, Xxx,) =0



A6) Lasumay el producto de las raices de una ecuacién cuadritica son respectivamente igual a 4/3 y
—7/3. Determinar la ecuacion cuadratica.

A7) Escribe una ecuacién cuadritica que posea las soluciones dadas en cada inciso:

a)w,=1lyw, =-3 b)w,=0yw, =-3 c)xl=% yx2=% d) x;=x,=2
A8) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones no lineales:
2 2 — 2 2 _ = 2 _Qy2=_
2) x2+y2=16 b) x2+y2-100=0 5 x2 -2y 1
x+y=S§ x+y+20=0 x-2y=-1

En la resolucién de problemas de Fisica, Ingenieria o Matematicas en ocasiones necesitamos despejar
alguna de las variables que aparecen en férmulas. Por esta razén, aunque anteriormente has realizado
despejes en férmulas donde la variable a despejar aparece con exponente 1; aqui aprenderas a despejar
variables que pueden aparecer también con exponente 2.

Realiza lo siguiente:

2
a) Delaférmula para el tiro vertical y =Vt - 8

> despejar t.

Resolucion: Observa que para despejar t, se debe considerar la férmula como una ecuacién
cuadrética completa donde t es la incégnita a determinar que puede obtenerse con la férmu-
la general tal como se ilustra a continuacién.

Ejemplos

2 2
y=V0t—% = %—V0t+ y=0 donde:a=7g,b=—Vch=y

H+

s | o) v Ty

£ g
(3
De este modelo también se puede calcular el tiempo ¢ (¢ > 0) que tarda un cuerpo en

caida libre para caer una distancia y. En este caso puede considerarse que V,, = 0, por lo cual
el tiempo t quedard determinado por:

Vot yV2-2g-y 0+ J0-2g-y _+,/—2g-y . [-2y
g Vg

ot

t= =
4 4

Este resultado también se puede obtener con un simple despeje si se parte de la férmula
original:

_yy 88 _ g __ gt o ) )
y—VOt—T—(O)t—T——T :>2y——gt :t—T =>t= —g

b) Delaférmula para calcular el volumen (V) de un cono: V= %nrzh . Calcular el valor
dersih=9dmy V=377 dm3




Resolucion: Primeramente se despeja r de la féormula y después se sustituyen los valores de las
variables que se dan como datos

S Q) 3V_ = |3V _ [|3x377 =\/u3-1 ~ J4=2d
V: 3nrh = =T (comor>0) = =r e 9%3.14 2827 JZ m

Actividades de aprendizaje

A1) Despeja en cada inciso las variables que se indican:

a)A=nr2 (r) b)V=ar2h (r,h) cct=a’+b (¢a)
d)EC:%mv2 (v) e)s:%at2 ()

A2) Despeja en cada inciso la variable que se indica y calcula su valor para los datos dados:
i)3V=a’h (a)siV=154;h=2.1 ii)s=n(R2=r2) (R)sis=m;r=2.5
iii)d2=a2+b2+c2 (b)sid=6;a=2;c=3 iv)A=4nr2 (r)siA=6.28

En este apartado resolverds problemas que conducen al planteo y resolucién de ecuaciones cuadraticas
o de modelos matemiticos cuadraticos. Las relaciones entre dos (o mas) variables donde, por lo menos,
una de las variables es de segundo grado es llamada modelos cuadraticos. A continuacion resolveremos

como ejemplos ilustrativos algunos problemas de fisica, economia, ingenieria y matematicas.
2
Un modelo cuadritico esla féormula: ~ y =y + Vyt - gT

Ejemplo | .. o . - , o
utilizada en Fisica para determinar la posicion y, después de un cierto tiempo ¢, de un cuerpo

que se lanza en un tiro vertical desde una posicion y, con una velocidad inicial V.
Asi, sila altura que alcanza una pelota que se arroja verticalmente hacia arriba estd dada por el mode-
lo matemético (o funcién): y = -4.9 t2 + 60t + 15, donde y se mide en metros y t en segundos.
Entonces, los tiempos para que la pelota se encuentre

en las posiciones y = 15, y = 20 y y = 0 pueden ser calcu- A
lados respectivamente resolviendo las ecuaciones cuadra-

ticas:
-49t2+60t+15=15 ; -49t2+60t+15=20 T T
y  —49t2+60t+15=0.
. (s . o ° [
:En qué tiempo alcanzard la pelota la altura maxima? y

:Cudl serd la altura méxima alcanzada?

Antes de continuar con la formulacién y resolucién de problemas es conveniente recor-
dar el Plan General Heuristico de Polya cuyas fases proponen que:



PARA RESOLVER PROBLEMAS DEBES

1. Comprender el problema: Lee cuidadosamente el problema para comprender perfectamente la
situacion que se plantea, determinando la informacion relevante que te proporcionard los datos
y las incognitas.

2. Elaborar un plan de resoluciéon: Define las operaciones y selecciona las estrategias pertinen-
tes para el proceso de resolucion. Busca en el problema las relaciones o combinaciones existen-
tes que te permitan formular y resolver la ecuacién que representa matematicamente a dicho
problema. En caso de que exista una sola incognita identificala con una sola letra, generalmente
x. En caso de que exista mas de una, elige de manera conveniente la que se va a representar me-
diante x, y expresa las otras cantidades desconocidas en términos de la misma.

3. Desarrollar el plan de resolucion: Desarrolla la estrategia seleccionada realizando las operacio-
nes necesarias. Trabaja la estrategia con determinacion y no la abandones a la primera dificul-
tad, sin embargo, si valoras que las cosas se estan complicando demasiado en lugar de acercarte
a una posible solucién, vuelve al paso anterior y selecciona y experimenta una estrategia
diferente. Recuerda que generalmente existe mas de una via de solucién y unas son més compli-
cadas que otras, tal vez en tus intentos fallidos no seleccionaste las mas conveniente o sencilla.
Por esta razén debes seguir probando hasta que encuentres el camino...

4. Evaluar los resultados y dar respuesta al problema: Comprueba la solucién obtenida directa-
mente en el enunciado del problema (nunca en la ecuacién) y da las respuestas atendiendo a lo
que se pide en el enunciado y preguntas del problema.

Un tren ha recorrido 200 km en cierto tiempo. Para haber recorrido esa distancia en 1

Ejemplo hora menos, la velocidad debia haber sido 10 km/h mds. Calcula la velocidad del tren.

Resolucién: Sabemos que: d (distancia) = v (velocidad) - ¢ (tiempo), y como dato conocemos que
d =200 km, por tanto, 200 = v; x t; (Ec.1)

Sila velocidad aumenta en 10 km/h, tenemos: v, = v, + 10; entonces el tiempo recorrido es 1 hora
menos: t, = t; — 1, la distancia recorrida queda ahora asi:
200 = (v, + 10) (¢, - 1)(Bc. 2)

Despejando t; de la ecuacién (1) y sustituyéndola en la ecuacién (2):
200 = (v, + 10) [(200/v,) - 1] (multiplicando y simplificando)
= v,.2+ 10v, -2000=0 (Factorizando) Neiig
= (v;+50) (v, -40) =0 (Resolviendo)

=>1=-50 o v,=40

Se descarta el valor negativo, pues no tiene sentido en el contexto del problema.
200

Comprobacién: De la (Ec.1); 200=v, xt;, =t = ST S horas. Sustituyendo en la (Ec. 2);

V, =40 km/hyt, =S horas: 200 = (40 + 10)(5 - 1) = (50)(4). Por tanto (Respuesta): La velocidad
del tren es 40 km/h.



Lalongitud de una etapa en un evento ciclistico es igual a 210 km. El ciclista A corre con una
velocidad promedio, que es menor en 2 km/h que la del ciclista B. Si A necesita 15 min. mas
que B para recorrer la distancia de esta etapa. ;Con qué velocidad corren Ay B?

Ejemplo

Resolucion: A A
Sea x la velocidad del ciclista A, utilizando la relacién v = TS de la cual se obtiene t = Tspodemos
resumir los datos en la siguiente tabla:

A ‘ 210 ‘ x ‘ 210
X
P I R
x+2

Como el ciclista A necesita 15 minutos (es decir, ¥4 de hora) més que el B para llegar a la meta pode-
mos plantear la siguiente ecuacion:

X x+2 4

210 _ 210 + 1

Como la ecuacidn es fraccionaria, se multiplican ambos miembros de la misma por el minimo co-
mun multiplo de los denominadores, que es 4x(x + 2), obteniéndose:

4(210)(x+2) =4 (210x) + x(x +2) = x*+2x-1680=0
= (x+42)(x-40)=0 = x+42=0 o x-40=0 = x,=-42 o x,=40

Como la solucién negativa no tiene sentido en este problema, consideramos como posible respuesta

40km/hy (40 +2)km/h =42 km/h.

Comprobacién: Calculemos los tiempos empleados por A y B, es decir,
210 _ 21 210 21 —5=%h=15min.

tA:4—O— T y tB=4—2=S,luego:tA+tB=T

Por tanto: La velocidad del ciclista A es 40 km/h v1a del ciclista B, 42 km/h.

Se tiene un terreno rectangular cuyo fondo es el doble de su frente, se divide este terreno en
dos partes mediante un cerco situado a 30 m del frente y paralelo a éste. Sila parte trasera del
terreno tiene un drea de 3500 m2, calcular las dimensiones del terreno.

Ejemplo

Resolucion: Sean
x: longitud del frente
2x: longitud del fondo 2x-30 A=3500m?

2x - 30: longitud fondo parte trasera 2%

x: longitud frente parte trasera
Como el drea de la parte trasera es 3500 m? tenemos: 30

x(2x-30)=3500 < x2-15x-1750=0 —

Y

Aplicando la férmula general obtenemos que: x; = 50, x, = -35. De donde, se descarta el valor ne-
gativo (no tiene sentido), luego x = SO jCompruébelo! Por tanto: La longitud del frente es SO m y la
longitud del fondo 100 m.



Ellargo de un terreno rectangular es el doble del ancho. Si el largo se aumenta en 40 m y el

Ejemplo
JEMPIO T ancho en 6 m, el drea se duplica. Calcula las dimensiones del terreno.

Resolucion: Sea x el ancho del terreno, entonces, 2x serd el largo del terreno, y por tanto, el drea del
terreno es: x X 2x = 2x% . Aumentando el largo en 40 m, este serfa (2x + 40) m, y aumentando el ancho
en 6 m este serfa (x + 6) m. Por tanto, el rea ahora serfa: (2x + 40) (x + 6). Pero segun las condiciones
del problema esta nueva drea es el doble de la anterior, 2x?; luego, tenemos la ecuacion:

(2x+40)(x+6) =2(2x%) (Efectuando los productos)
2x2 + 52x + 240 =4x2  (Trasponiendo y reduciendo)
~2x2+ 52x+240=0 (Simplificando la ecuacién)
x2-26x-120=0 (factorizando la ecuacién)
(x-30)(x+4)=0
x-30=0 o x+4=0 = x=30 o x,=-4
Como la solucién x, = — 4 no satisface las condiciones del problema, luego (respuesta) el ancho del

terreno es de 30 m y el largo 60 m.

Comprobacion: El area del rectingulo original es (30m)(60m) = 1800 m?, y el érea del rectangulo
transformado es: (30m + 6m)(60m + 40m) = 3600 m2 = 2(1800 m?).

Si el radio de un circulo se incrementa en 4 unidades, entonces el drea resulta multiplicada

Ej [
Jempio por 9. Calcular el radio original.

Resolucion: La formula del drea del circulo es A = 772, de donde

Aj=nrr ; Ay=x(r+4)> y A,=9A, r+4 |
= a(r+4)2=9(xr?2) = a(r2+8r+16)=97r2

r2-r-2=0 = (r-2)(r+1)=0 =r=2 o r,=-1

Se descarta el valor negativo, pues no tiene sentido una distancia negativa.

Comprobacién: A, =7 (2)2 =471, A=7(2+4)2=236m, dedonde: A, =94,

Respuesta: El radio original del circulo es igual a 2 unidades.

|‘h

Ejemplo | Determinar x para que x — 1, x + 1, 2(x + 1) estén en progresién geométrica.

Resolucion: recordemos que el enésimo término de una progresiéon geométrica viene dado por la
expresion a, = a;r -1, de donde si hacemos a; =x — 1, a, =x + 1 y a; = 2(x + 1). Entonces:

a,=ar2! y ay=a,r31

a x+1 x+1)2  (x+1)?
a,=ar?l =r=-2=""_; g =q;r3! :>2x+1:x—1( ):
2 a, x-1 7 3 ( )=( )x—l x-1

= 2(x+1)(x-1)=(x+1)2 = 2x2-2=x2+2x+1 =x2-2x-3=0
= (x-3)(x+1)=0 = x,=3 y x,=-1

Por tanto, parax; =3 y x, = -1, se forman respectivamente las progresiones geométricas:
3-1=2, 3+1=4, 2(3+1)=8 y -1-1=-2, -1+1=0, 2(-1+1)=0



Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al)

A2)

A3)

A4)

AS)

A6)

A7)

AS8)

A9)

Dos turistas se dirigen simultdneamente a una ciudad que se encuentra a una distancia de 30 km
de ellos. El primero recorre por hora, 1 km mds que el segundo, por lo que llega a la ciudad 1 h
antes. ; Cudntos km/h recorre cada turista?

Un automovil recorre 1 000 km, pero si aumentara la velocidad en 10 km/h tardaria S h menos
en recorrer los 1 000 km. Calcula su velocidad original.

Dos méviles salen al mismo tiempo del mismo punto en direccion a una ciudad que dista 90 km
del lugar de partida. La velocidad del primero es 3 km/h mayor que la del segundo y llega a la
ciudad una hora antes que éste. ; Cudl es la velocidad de cada moévil?

Un hombre remé 3 km rio abajo y regresé al lugar de partida invirtiendo en total de 2 h. la velo-
cidad de la corriente era de 2 km/h. Halla la velocidad con que rema en aguas tranquilas.

Un automovilista recorre 240 km a velocidad constante; si la velocidad hubiera sido de 5 km/h
menos, hubiera empleado 12 minutos més en su recorrido. ;Cual fue su velocidad?

Dos brigadas juntas realizan un trabajo en 10 h. Para este trabajo la primera brigada sola necesita
dos horas menos que la segunda. ;En qué tiempo podra cada una de las brigadas por separado
realizar el trabajo?

Dos llaves juntas llenan una piscina en 2 horas. La primera llave lo hace por si sola en 3 horas
menos que la segunda. ;Cudntas horas tarda cada una por separado para llenar la piscina?

Eldrea de unaldmina de acero de forma rectangular es 48 cm? y su largo es 4/3 de su ancho. Halla
las dimensiones de la ldmina.

La hipotenusa de un tridngulo rectingulo mide 25 c¢m, un cateto es S cm mas largo que el otro.
Calcula las longitudes de los catetos.

A10) El perimetro de un tridngulo rectingulo es 24 cm y la hipotenusa mide 10 cm. Calcula su 4rea.

A1l) Un lado de un rectdngulo es 7 cm més largo que el otro. La diagonal es 1 cm mayor que el lado

mas largo. Halla el drea del rectangulo.

A12) Los catetos de un tridngulo rectdngulo estdn en la razén 8/1S y la hipotenusa mide 6.8 cm. Cal-

cula el area del triangulo.

A13) Con una pieza de zinc de forma rectangular con 4 cm més de largo que de ancho se construye

una caja de 840 cm? de capacidad cortando un cuadrado de 6 cm de lado de cada esquina y do-
blando los bordes. ;Cudles son las dimensiones de la caja?

A14) Un jardin de forma rectangular tiene 2 700 m? de superficie y un perimetro de 210 m. ;Cuéles

son las dimensiones del jardin?



A15) El piso de una habitacién tiene 1 S00 mosaicos (cuadrados). Si cada mosaico tuviese S cm mds
delargo y S cm mds de ancho bastarian 960 mosaicos para recubrir el piso. Halla las dimensiones
de los mosaicos.

A16) A un cuadro rectangular de 1.5 m de largo por 90 cm de ancho se le pone un marco de ancho
constante. Si el drea total del cuadro y el marco es de 1.6 m?, ;cual es el ancho del marco?

A17) Una fuente de un parque tiene un paseo circular a su alrededor de drea S m2 como se ilustra en
la figura. Si el radio de la fuente es de 2 m, ;cudl es la longitud del radio exterior?

S1t m?

2m]

A18) Descompén el nimero 124 en tres sumandos que formen progresién geométrica, siendo 96 la
diferencia entre el mayor y el menor.

A19) La suma de los ocho primeros términos de una progresién geométrica es 17 veces la suma de los
cuatro primeros. Halla el valor de la razén.

A20) Tres nimeros estén en progresion geométrica; el segundo es 32 unidades mayor que el primero,
y el tercero, 96 unidades mayor que el segundo. Halla los numeros.

A20) Halla los cuatro primeros términos de una progresién geométrica, sabiendo que el segundo es
20y la suma de los cuatro primeros es 425.

A21) Halla los 4ngulos de un cuadrilétero, si se sabe que estdn en progresion geométrica y que el ma-
yor es 27 veces el menor.

A22) Divide el nimero 221 en tres partes enteras que forman una progresién geométrica tal que el
tercer término sobrepasa al primero en 136.

A23) La suma de tres nimeros en progresién geométrica es 248 y la diferencia entre los extremos 192.
Halla dichos nameros.

A24) A una cuerda de 700 m de longitud se le dan dos cortes, de modo que uno de los trozos extre-
mos tiene una longitud de 100 m. Sabiendo que las longitudes de los trozos estdn en progresién
geométrica, determina la longitud de cada trozo.

A2S) Tres nimeros cuya suma es 36 estdn en progresion aritmética. Halla dichos nimeros sabiendo
que si se les suma 1, 4 y 43, respectivamente, los resultados forman una progresion geométrica.

A26) En un torneo de ajedrez cada maestro juega una vez con cada uno de los restantes. Si en total se
juegan 4S partidas, ;cudntos jugadores toman parte en el torneo?



En la primera unidad de este curso estudiaste las funciones y modelos lineales f (x) = mx + n . Ahora
estudiaras las funciones cuadrdticas las cuales son de interés no sélo en matematicas sino también en
fisica, ingenieria y en otras dreas del conocimiento. Por ejemplo, al estudiar la trayectoria de una pelota
lanzada al aire con una cierta velocidad inicial o durante el disefio y la construccién de puentes colgan-
tes, antenas parabolicas, hornos solares y focos para automoéviles y, en biologia, para estudiar los efectos

nutricionales de los organismos.

La relacion matemdtica que a cada x € R le hace corresponder el numero real
y =ax? + bx + ¢ (a 2 0), donde g, by c son nimeros reales dados, se denomina funcién
cuadratica o de segundo grado.

Asi, las relaciones matematicas siguientes son ejemplos de funciones cuadriticas:

y=-2x2-5x+4 (donde:a=-2;b=-5;c=4)

y=3x2-0S5x (donde: a=3;b=-0.5;c=0)
y=-x2+3 (donde:a=-1;b=0;c=3)
y =x? (donde:a=1;b=c=0)

De donde, se puede observar que una ecuacién cuadratica puede ser originada desde una fun-
cién cuadrética. Asi, la ecuacién cuadritica 2x> — 3x — 1= 0, se origina de la funcién cuadratica
=2x2 - 3x - 1, ya que se obtiene de esta cuando y = 0.
»y

El dominio de toda funcién cuadrética (o los valores permitidos de la variable independiente x, si
es que no se ponen restricciones) es el conjunto de los nimeros reales, pues las operaciones que in-
tervienen en la expresion ax? + bx + ¢ estin definidas para todos los numeros reales. Mientras que, el
conjunto imagen de la funcién (o conjunto de valores que toma la variable dependiente y) se limitan a
un subconjunto del conjunto R .

Las funciones cuadréticas aparecen en la resolucién de una gran variedad de problemas. Como por
ejemplo: Si un chisme se propaga en una poblacién de 100 personas a una velocidad (y) que es directa-
mente proporcional al producto del numero de los ya enterados con el nimero de los que no lo estdn.
:En qué momento el chisme se propaga mas rdpido?



Resolucion: Sea x el nimero de personas enteradas, por tanto, 100 — x serd el nimero de personas
no enteradas. De donde, se obtiene la funcién cuadrética (o el modelo cuadrético) siguiente y = kx(100
- x) = —kx2 + 100kx, donde k > 0. El cual puede ser evaluado para diferentes valores de x:

Valor de y parax = 1: y=£(1)=-k(1)*+ 100k(1) =99k

Valor de y para x = 10: y=£(10) = - k(10)2 + 100k(10) = 900k
Valor de y para x = 40: y=1(40) = - k(40)2 + 100k(40) = 2400k
Valor de y para x = 50: y=£(50) = -k(50)% + 100k(50) = 2500k
Valor de y para x = 60: y=£(60) = -k(60)% + 100k(60) = 2400k
Valor de y para x = 80: y=£(80) = -k(80)2 + 100k(80) = 1600k

Valor de y para x = 100: y=£(100) = - k(100)2 + 100k(100) =0

De donde se observa que para x = 50 el chisme se propaga con la mayor velocidad que es y = f (50)
=2500k . ;Serd esta velocidad realmente la mayor de todas las posibles?

Otros ejemplos: la tabla siguiente muestra la correspondencia entre las longitudes de los lados de
diez cuadrados y sus correspondientes dreas.
1 1.5 2 23 3 3.6 4 S 3.5 6
1 2.3 4 5.3 9 13 16 25 30.3 36

En general, esta relacién de correspondencia estd dada por la funcién cuadra-
ticay = x2, que también puede ser escrita como f (x) = x2, donde y = f (x).
Esta tltima notacién (que se lee: “y ignal a f de x”) resulta muy conveniente R

ST m?

cuando se quiere especificar un valor de y para un valor particular de x, por ejem-

plo,y=£(5.5)=303.

También, la relacién mediante la cual a cada circulo de radio r (conr € R y r > 0) se le hace corres-
ponder su drea (A) define una funcién cuadrética, pues la imagen A para cada r viene dada por:

A=7r2 o A(r)=zr2

De igual manera, la relacion entre la longitud del lado de una

Mo, para
.. .z LES posible hacer
piscina y su volumen es una funcién porque a cada valor del dos plachias odtioss de
Yl . null‘! dimansionas pro
lado le corresponde un unico valor del volumen. g gttt

Asi pues, cuando se encuentran funciones cuadraticas en
situaciones problematicas, muchas de las preguntas mdas im-
portantes, se pueden responder, resolviendo ecuaciones o des-
igualdades relacionadas con dichas funciones. Por ejemplo si
en una fiesta escolar, la funcién que relaciona el precio (x) del
boleto con las ganancias G(x), en pesos, es:

G(x) = - 10x2 + 800x — 7000

;Para qué precio de boleto la ganancia es de $6,000? Esta pregunta es equivalente a resolver la ecua-
cion:

G(x) =6000; obien, -10x2+800x—7000=6000



:Qué precios de boleto dan por resultado que no se pierda dinero? En otras palabras, que den una
ganancia de al menos $0. Que es equivalente a resolver la inecuacion:

G(x) > 0; o bien, ~10x2 + 800x — 7000 > 0.

O también, cuando un conductor de automovil se pregunta “;cudntos metros necesitaré para dete-
nerme si me encuentro con un problema enfrente?” La respuesta depende de muchas variables. Sin em-
bargo, para un carro de unos 1500 kg de peso, que viaja sobre una carretera plana sin inclinacién sobre
asfalto seco, se puede usar la funcién cuadratica:

d(v) =0.005v2 + 0.14v
parapredecir d (v) , la distancia de frenado en metros, a partir de una velocidad v en kilémetros por hora.

Asi, si estas conduciendo a una velocidad de 60 km/h sobre una carretera de asfalto seco, cuando ves
un camion atravesado que estd bloqueando la carretera y frenas tan rdpido como te es posible, puedes
esperar avanzar 26.5 metros desde el momento en que metiste los frenos hasta que te detuviste, como
muestran los siguientes célculos.

d (60) =0.005(60)2 +0.14(60) = 0.005(3600) + 0.14(60) =18 + 8.5 =26.5

En la funcioén cuadrética para distancia de frenado, el término lineal 0.14v da cuenta de la distancia
de reaccion de una persona, consecuencia del tiempo promedio que le toma antes de aplicar los frenos.
De esta manera cuando frenas de repente viajando a 60 kilémetros por hora, recorrerias 0.14(60)= 8.5
metros mas antes de aplicar los frenos.

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

A1) Determina cuéles de las funciones siguientes son cuadréticas y cudles no.
Fundamenta tu respuesta.
a) y=a? b) y=-9x2+0.5 c)y=x+x+4
d) y=2x%+3x e) y=x+2.8 f) y=x2-3x-1

A2) Enbasealafunciénd (v) = 0.005v% + 0.14v para predecir, la distancia de frenado d (v) en metros,
a partir de una velocidad v en kilometros por hora, contesta las siguientes cuestiones:

a)  ;Cudlesla distancia de frenado para un carro que viaja a 40 km/h?

b) ;Qué velocidad requiere exactamente 25 metros de frenado?

c) ¢Cudlesladistancia de frenado para una velocidad de 160 km/h?

d) ;Cudl esla distancia de frenado para una velocidad de 0 kilémetros por hora?
e) ;Quévelocidad (velocidades) permiten a un carro frenar en menos de 80 m?
f)  Un carro fren6 en 100 metros. ;Qué tan rapido iba?

g)  ;Cudles son las distancias de frenado para velocidades mayores de 90 km/h?

h)  Sifrenas de repente viajando a 100 kilémetros por hora, ;cudntos metros recorrerfas antes de
aplicar los frenos?



j)

A3)

A4)

AS)

Para la regla de la funcion distancia de frenado dada arriba, y usando incrementos de 10 km/h
para la velocidad, genera y registra una tabla de pares de valores (v, d (v)). Ademés usa los
datos de tu tabla para hacer una gréfica de d (v) en unos ejes coordenados.

Se estudiaron los efectos nutricionales sobre ratas que fueron alimentadas con una dieta que
contenia un 10% de proteina. La proteina consistia en levadura y harina de maiz. Variando el
porcentaje p de levadura en la mezcla de proteina, se estimé que el peso promedio ganado (en
gramos) de una rata en un periodo fue de f (p), donde:

f(p) = 5—10 p*+2p+20 ; 0<p<100.Encuentre el mdximo peso ganado variando el por-

centaje p de levadura.

Si el nimero de turistas que hace un recorrido en autobus a una ciudad es exactamente 30, una
empresa cobra $800.00 por persona. Por cada persona adicional a las 30, se reduce el cobro per-
sonal en $15.00. ;Cudl es el numero de turistas que debe llevar un autobus (con asientos limita-
dos) para maximizar los ingresos de la empresa?

En la década de 1940 se realizaba con regularidad el acto de la bala humana en el circo. La
boca del candn estaba a Im del suelo y la distancia horizontal total que recorria era de 175m.
Cuando el cafién se apunta a un dngulo de 459 la ecuacién del tiro parabdlico tiene la forma
y = ax? + x + ¢, donde x representa la distancia horizontal recorrida y y la distancia vertical.
Determina una ecuacion que describa el vuelo, y a partir de ella encuentra la altura méxima alcan-
zada por la bala humana.



Analicemos la funcién cuadrética particular y = x2 (a = 0); y consideremos el caso cuando a = 1,
es decir, y = x2.

El gréfico de esta funcidn se obtiene representando en un sistema de coordenadas rectangulares to-
dos los puntos cuyas coordenadas estan determinadas por la ecuacién y = x2, como no es posible repre-
sentarlos todos, determinemos las coordenadas de algunos puntos y representémoslos (figura 1).

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 LS 2
4 2.25 1 0.25 0 0.25 1 2.25 4
A
y
®o-——-——-- 44— °

3--
E@w R
e 1Y !

Ky

Observa en la figura 1 que los puntos representados no quedan contenidos en una linea recta, ni en
una poligonal abierta, pues si determinamos las coordenadas de otros puntos estos quedarian fuera de
la poligonal como se ilustra en la figura 2.

A
y

1 g
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Comprenderas que mientras mds puntos representemos mas nos aproximamos a la forma del grafico
de la funcién y = x2. El grifico de esta funcion es una linea curva que se obtiene uniendo los puntos re-
presentados como se ilustra en la figura 3. Dicha curva se denomina parabola.



Del grafico de la figura 3 podemos observar las siguientes propiedades de la funcién y = x2:

1) Dominio: x € R

2) Imagen:y € R;y>0
3) Ceros: x; =0
4) Valor minimo de la funcién (y = 0), lo alcanza para x = 0, el punto V(0,0) se denomina vértice de

la parabola.

S) La gréfica es simétrica respecto al eje y (recta x = 0), porque argumentos opuestos tienen image-
nes iguales, la recta x = 0 se denomina eje de la parabola.

6) Para x < 0. al aumentar los valores de x disminuyen las imagenes; para x > 0. al aumentar los
valores de x aumentan las imdgenes, se dice entonces que: para x < 0 la funcién es mondtona
decreciente, y para x > 0 la funciéon es monétona creciente.

Ejemplo

a) y=2ua?

b)y=%x2

Representa graficamente las funciones siguientes y analiza sus principales propiedades:

c) y=-u«

Resolucion: Confeccionamos una tabla de valores para cada funcién, representamos los puntos en
un sistema de coordenadas rectangulares y los unimos mediante una parébola (figura 4).

a) y=2x2
-2 -1.5
8 4.5
b)y= % x2
-2 -1.5
2 1.125
c)y=-u
-2 -1.5
-4 -2.25
a) 1
Q-—-———-——-—- e
7--
64
54
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-1 -0.5 0
0.5 0.125 0
-1 -0.5 0
-1 -0.25 0
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y
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0.5 1 1.5
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0.5 1 1.5
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Observando los graficos podemos concluir que para:

a) y=2ux? b)yz%x2

1) Dominio: x € R
2) Imagen:y € R;y>0
3) Ceros: x;, =0
4) Valor minimo: y =0
S) Vértice: V(0,0)
6) Eje de simetria: x = 0 (eje y)
7) Monotonia:
para x < 0 decreciente,

para x > O creciente.

c) y=-«

1) Dominio: x € R
2) Imagen:y € R;y<0
3) Ceros: x, =0
4) Valor méaximo: y = 0
S) Vértice: V(0,0)
6) Eje de simetria: x = 0 (eje y)
7) Monotonia:
para x < 0 creciente,

para x > 0 decreciente.

Representemos en un mismo sistema de coordenadas estas tres funciones y la funcién y = x? como

se ilustra en la figura 5.

-2 -1.5 -1 -0.5
2.25 1 0.25
8 4.5 2 0.5

2 1.125 0.5 0.125

-4 -2.25 -1 -0.25
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0.5
0.25
0.5

0.125
-0.25

1 1.5 2

2.25 4

2 4.5 8

05 1.125 2
-1 -2.25 -4

Si analizas las representaciones gréficas de la figura S, puedes observar que para un mismo valor de x
se cumple que el valor de la imagen correspondiente y en:

a) y=2x% es mayor respecto ay = x% y se dice entonces que la grafica de y = 2x2 se obtiene por una

dilatacion de la grifica de y = 42 respecto al eje de las x;

b) y= % x? es menor respecto a y = x2, y se dice entonces que la grificade y=

por una contraccion de la grifica de y = x? respecto al eje x;

1

> x2se 2 obtiene

= _x2 = 52 - 4 —_ a2 -
c) y=-a2eselopuesto respecto ay = x%; y se dice entonces que la grafica de y = — x2 se obtiene por
una reflexion de la grafica de y = x? considerando como eje de reflexion el eje «.



MATEMATICAS Il ¢ ALGEBRA ELEMENTAL PARA BACHILLERATO|

En general, el grafico de y = ax2 (a # 0) se puede obtener del grfico de y = x2 por una dilatacién sia
>1; por una contraccién si 0 < a < 1y por una reflexion si a = —1. Para los restantes valores de a (a # 0)
el grafico se puede obtener por una composicion de las transformaciones anteriores.

Resumen de las propiedades de las funciones: y = ax? (a =0)

Propiedades a>0 a<0
Dominio xeNR xeR
Imagen yER;¥=20 yeER;¥<0
Ceros x,=0 x,=0
Vértice V(0,0) Vv(0,0)
’ x > 0 monotona creciente x>0 mondtona decreciente
Monotonia , . , .
x<0 mondtona decreciente x<0 monotona creciente
Minimo o maximo y =0 minimo y =0 mdximo
Pardbola que abre Pardbola que abre
Grifico . 4 ) . d .
hacia arriba hacia abajo
Simetria Respecto al eje y Respecto al eje y

Determina la ecuacién de una funcién cuadratica de la forma y = ax?, si su grafica pasa por
el punto A (1,3).

Ejemplo

Resolucién: Como A(1,3) pertenece al grafico de y = ax2, se cumple que 3 = a (1), de donde,
a = 3, luego la ecuacion es y = 3x2.

Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

A1) Representa gréficamente las funciones siguientes:

a)y=3x2 b)y=%x2 c)y= —2x? d)y=%x2
e)y=12x2 f) y = 0.4x2 g)y=-0.3x2 h) y = -1.5x2

A2) Determina la ecuacién de una funcién de la forma y = ax? (a # 0) cuyo grafico pasa por el punto:
2)A(1,2) b) B (-3,-3) ©) C(V5:4) d) D (2,-3)

A3) Seala funciény = - 1

a) Represéntala graficamente para -4 < x < 4.
b) Determina el conjunto imagen.

c) Analiza la monotonia para -4 < x < 1

d) ;Es simétrica respecto al eje y la parabola representada? Fundamenta.



A4) Determina la ecuacién de cada una de las funciones de la forma y = ax? (a # 0) representadas en

la figura 6.

Ty Y, “y

AS) Analiza grificamente si las rectas cuyas ecuaciones se dan a continuacion cortan el gréfico de la
funcion y = x2. Especifica en cudntos puntos en caso que la corte.

a)y=x b)y-1=2x c)y=-x
d)y=x-4 e)y=2x-1 f)y=-2

A6) Determina analiticamente las coordenadas de los puntos de interseccién de la parabola y = 2x2
con las rectas:
a)y=x y b) Sx-y+3=0

A7) Expresa el 4rea de un circulo en funcién de lalongitud (L) de su circunferencia. Traza el grafico
de la funcién obtenida para0 cm < L < 10 cm.

A8) Para un cuerpo que inicia su movimiento rectilineo uniformemente acelerado del reposo, la
relacion entre la distancia recorrida y el tiempo empleado para recorrerla se expresa por

s= % at? (t > 0s).

Traza el grafico de esta funcién para una aceleracion de a = 9.8 m/seg.? en el intervalo de tiempo 0
seg. < t < 5 seg. Y determina, utilizando el grafico, qué distancia ha recorrido el cuerpo al cabo de 2, 4
y 5.5 segundos.

Aqui estudiards un procedimiento que te permitird representar graficamente las funciones cuadraticas,
a partir de la determinacién de algunos elementos de la misma, tales como: sus ceros, el vértice, su eje y
algunos otros puntos de su grafica.
Para graficar cualquier funcion resulta conveniente conocer si esta funcién interseca o toca al eje de
las x, o sea, si posee ceros.

Ceros de la funcién
Los elementos del dominio de la funcién cuadratica f(x)=ax?+bx+c
y = ax? + bx + ¢ (a # 0) cuyas imégenes toman valor cero,
y=f(x) =0, se denominan ceros de esta funcién.



Observa que si en la funcién cuadrética y = ax? + bx + ¢ se sustituye la variable y por cero, obtenemos
la ecuacion cuadrética ax? + bx + ¢ = 0 y la misma puede tener una solucién, dos soluciones o no tener
soluciones reales, de ahi que la funcién cuadratica puede tener dos ceros, un cero o no tener ceros.

Asi pues, para determinar el cero de una funcion cuadratica, se sustituye la y por cero y se despeja la
x en la ecuacion que resulta. La existencia de los ceros de una funcion cuadrética, al igual que las raices
de la ecuacion cuadrética correspondiente, dependen del valor del discriminante D = b2 — 4ac de la ecua-
cién de segundo grado que la define.

De donde, si D = b2 - 4ac > 0, existen dos soluciones reales que son:

_-b-yD v = -b+yD
" 2a ' 2 2a

Y la funcién cuadratica correspondiente posee dos ceros: y; =f(x;) =0 y y,=f(x,) =0. O sea, la
parabola interseca al eje x en dos puntos (ver figura 7).

Si D = b? - 4ac = 0, existe una solucidn real que es x, = — b/24, y por tanto la funcién cuadrética
correspondiente posee un solo cero: y; = f (x;) = 0. La parabola interseca al eje x en un solo punto que
coincide con el vértice de la parbola (ver figura 7).

SiD = b? - 4ac < 0, la ecuacion no tiene soluciones reales y por tanto la funcién cuadratica corres-
pondiente no tiene ceros. La parédbola no interseca al eje x (ver figura 7).

Otro elemento o punto importante de la parabola es el vértice (V), pues su ordenada representa el
valor maximo o el valor minimo de la funcién cuadratica, por lo que para trazar la pardbola correspon-
diente, y sobre todo para las aplicaciones, es necesario conocer las coordenadas del vértice.

Si observas la figura 7 de abajo notards que las pardbolas representadas tienen en comun la abscisa
b

del f — _
vértice (que es igual al cero de y = ax2), es decir, 2a .

A A A A
Y Y

e ob-{D



De hecho esta propiedad (que de momento no vamos a demostrar) se cumple para el vértice de
cualquier parabola de ecuacién y = ax? + bx + ¢ (a#0) . Y la ordenada del vértice puede determinarse
sustituyendo el valor de x;, en la ecuaciéon que define la funcién tal como se muestra a continuacion:

—b)_ (—b)z (—b) b2 b2 b2-2b2+4ac _ -b>+4ac _-D
=a +b

yV:f(Z_a 2a) TP\2a) T T a2 T 4a T 4 4a

En resumen, las coordenadas del vértice (V) de una funcién cuadrética cualquiera estdn determina-
das por las expresiones:

—b) _-D
2a yoWT aa

Procedimiento para representar graficamente una funcién cuadratica:

1) Calcular los ceros si los posee.

b

2) Calcular las coordenadas del vértice ;= 5,7 W= s,

3) Calcular las coordenadas de algunos puntos y sus simétricos respecto al eje de la parébola.
4) Representar los puntos determinados, en un sistema de coordenadas rectangulares.

S) Unir los puntos representados mediante una parébola.

. Haz el esbozo gréfico y analiza las principales propiedades de las funciones cuadraticas si-
Ejemplo i
guientes: a) y = x - 4 y b)y=x%-4x+3
Resolucionde: a) y =x2 - 4

Primeramente determinemos los ceros de: x2 -4 =0
(x+2)(x-2)=0 = x+2=0 o x-2=0 = «x=-2 o «x=2

Por tanto, la parabola interseca al eje x en los puntos P, (-2,0) y P, (2, 0)
Enseguida determinemos las coordenadas del vértice:
-b _ -0
= = O = 2 _ = — —
Xy = 760) y yw=(02-4=-4, luegoV(0,-4)
Otro elemento importante en la graficacién es la determinacién del Eje de la parabola (o de la recta
respecto a la cual la grafica es simétrica). Para este caso el eje viene dado por la ecuacién de la recta:
x =0 (que corresponde al eje de las y).

Después calculemos las coordenadas de otros puntos del grafico (figura 8):
y=(0.5)2-4=025-4=-3.75
y=(1)2-4=1-4=-3 y=(1.5)2-4=225-4=-175
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-1.75 -3 -3.75 —4 -3.75 -3 -1.75

Por ultimo, con el conocimiento ylocalizacion de todos estos elementos en el sistema coordenado
rectangular trazamos la gréfica (ver figura 8).



De donde determinamos sus propiedades: Ay

Dominio: R

Imagen: y € R:y> -4 :--

Monotonia: mondtona creciente para x > 0 2

monotona decreciente para x < 0. \ T /

Valor minimo: y = - 4 S -2\%1 .___:,2--__:____1__)1}/2 >
Es simétrica respecto al eje y. 5

Resoluciondeb: y=x2 - 4x+3

Primero calculamos los ceros:

x2-4x+3=0

(x-3)(x-1)=0
x-3=0 o x-1=0

x, =3 x,=1

Por tanto, la parabola interseca al eje x en los puntos P, (3,0) y P, (1,0) .
Ahora determinemos las coordenadas del vértice:
_b_(4)_4_
xv—z—a—m—j—z , w=(2)2-4(2)+3=4-8+3=-1
Recuerda que también se puede calcular la ordenada del vértice con la expresion

-D _ -b>+4ac _-(-4)2+4(1)3) _-16+12 _-4

=— =-1. _
W= 4a 41) 4 4 ; luego V(2,-1).

Al confeccionar la tabla de valores donde se determinan otros puntos del grafico, para mayor
comodidad colocamos las coordenadas del vértice en el centro de ésta, pues la pardbola es simétrica
respecto a la recta vertical x = 2 (eje de la pardbola). Observa que respecto a 2 son simétricos 1.5 y 2.5;
0y 4; etcétera (figura 9).

LS 2 2.5 4
3 -0.75 -1 -0.75 3
A
De la representacion grafica se obtienen las propiedades siguientes:
J
Dominio: el conjunto de los nimeros reales. :‘

Imagen: el conjunto formado por todos los nume-
ros reales y tales que y > —1. 21

Monotonia: la funcién es monétona creciente para
todo ndmero real x > 2 y monoétona decreciente
para todo nimero real x < 2.

Tiene un valor minimo y = -1, lo alcanza en x = 2.




A continuacién (en la figura 10) estdn graficadas las parabolas

y=a2, y=a2+1, y=(x-3)2=a2-6x+9 y y=(x-3)2+1=x2-6x+10.

Ay
) y=s b) o Eaas
—t+— 1 —t+— —t— 11
S 4 -3 3 4 5§ 6 7 S 4 -3 | 1 2 3 4 § 6 7
24 24
34 34
44 44
Ay
o) d) T
34
24
1+ H=(x-3)2+1
—t—t—t 1 +—t %
S 4 3 2 -1 S 4 3 21 | 1 2 4 S 6 7
21 24
34 34
44 44

Observa como todas las graficas de la figura 10 se pueden obtener mediante movimientos de trasla-

cién horizontal o vertical de la pardbola y = x2. Las observaciones anteriores pueden ser generalizadas

como:

Los graficos de las funciones de la forma y = x2 + k se obtienen por una traslacién del grafico
de y = x? en la direccién del eje de las y. Si k > 0 hacia arriba y si k < 0 hacia abajo.

Los graficos de las funciones de la forma y = (x — h )2 se obtienen por una traslacién del grafi-
co de y = x? enla direccion del eje de las x. Si i > 0 hacia la derecha, si h < 0 hacia la izquierda.

Los gréficos de las funciones de la forma y = (x — h )2 + k se obtienen apliciandole a la pa-
rabola y = x? una composicién de dos traslaciones en la direccion de los ejes coordenados,
teniendo en cuenta los casos anteriores.

En general, la gréfica de una funcién cuadrética y = ax? + bx + ¢ (a # 0) es una parbola cuyo eje de
simetrfa es la recta perpendicular al eje x que contiene al vértice V (xy, 1), que es el punto del grafico
que tiene el menor (o mayor) valor de las imagenes, y esta abre hacia arriba si a > 0 y hacia abajo si

a < 0, tal como se muestra en los siguientes ejemplos graficos:



y Ay
, 8¢
y=-2x*-6x+4 yEs ol
4=t=
F\ 2+

N S e s e — o —+H—t——t+—+F—1>

2 3 45 6 7 s4p Al T 2345 67

4
d) T
3

Enla figura 11 se muestra la gréfica de la funcién: y = —4x2 -16x 12, cuyo vértice es V(-2,4). Y la cual
es equivalente a esta otra funcién y = — 4 (x — (~2) )2 + 4, donde se observan directamente las coordena-
das del vértice y cuya forma general es y = a(x — h)2 + k.

Estas observaciones nos sugieren que si una funcién cuadratica cualquiera que estd escrita en su
forma general y = ax? + bx + ¢, la transformamos (por el Método de Completar un Trinomio Cuadrado
Perfecto) alaforma equivalente y = a(x — h)2 + k, entonces de esta tlltima podemos obtener directamen-
te las coordenadas del vértice de la pardbola.

Esto se puede demostrar analiticamente de la siguiente manera:

2
y:ax2+bx+c:a(x2+%x+§)—a[x2-|—x+( ) (L) i}

e e ]
e b B e AP Bl
o B A o2

haciendo los cambios de variable: [_Z_bJ: hy ;—D = k, obtenemos finalmente que:
a

x

y=ax2+bx+c = y=a(x-h)2+k



Ya para cerrar esta unidad de estudio, y para no olvidar la gran importancia practica que tiene el dis-
poner de formulas para determinar los valores maximos y minimos de una funcién cualquiera y de una
cuadrética en particular, resolvamos el siguiente par de problemas los cuales ya fueron planteados con
anterioridad:

El problema del chisme: Si un chisme se propaga en una poblacién de 100 personas a una velocidad
(y) que es directamente proporcional al producto del nimero de los ya enterados (x) con el ntimero de
los que no lo estdn. ;En qué momento el chisme se propaga més rapido?

Resolucion: Recuerda que la funcién cuadrética (o el modelo cuadratico) correspondiente para esta
problemitica es
y=kx(100 - x ) = —kx2 + 100kx, donde k > 0

Y que la posible solucién se encontré evaluando la funcién (método por tanteos), pues ahora ya
estamos en posibilidades de encontrar la respuesta exacta, ya que la solucién buscada es precisamente la
ordenada del vértice de su gréfica (parabola) correspondiente

V=7 D) -v(s 3%, 5, - ABO])

4a 'V 4a
=V (x,=50 , y,=2500k)

De donde se observa, ahora si con certeza, que para x = 50 el chisme se propaga con la mayor velo-
cidad que es y = f (50) =2500 k..

El problema de la dieta: Se estudiaron los efectos nutricionales sobre ratas que fueron alimentadas
con una dieta que contenia un 10% de proteina. La proteina consistia en levadura y harina de maiz. Va-
riando el porcentaje p de levadura en la mezcla de proteina, se estimé que el peso promedio ganado (en
gramos) de una rata en un periodo fue de P, donde: P = - 30 p*+2p +20; 0 < p < 100. Encuentre el

maximo peso ganado variando el porcentaje p de levadura.

Resolucion:
Como a < 0 entonces la gréfica tiene un valor maximo en su vértice, de donde este problema también
se reduce a determinar las coordenadas del vértice de la gréfica (pardbola) correspondiente,

(2~ 4(35) 20)]

(50

V(PV= b PV=—)=V P,=—2 _ P,=

2a 4a 2_(L)
S0

=V(p,=50 , P,=70

Por tanto, el médximo peso ganado fue de 70 gramos con una mezcla que contiene 50% de levadura.



Actividades de aprendizaje para resolver en equipo

Al) Representa gréficamente las funciones siguientes y determina: dominio, imagen, intervalos de
monotonia y valor maximo o valor minimo.

a)y=x2-2x+1 b) y=x2+3x c)y=x2-4x+6
d)y=-x2+4 e)y=2x2+4x f)y=—a2-4x+5
g)f(x)=2x2-3 h) g(x) = 0.5x% - 8x + 21 i)y=-4a2+6x-12

A2) Haz un esbozo del gréfico de las funciones dadas en cada inciso de los cuales se dan las coordena-
das del vértice.

a)y=-x2+2;V(0,2) b) y=a2-6x+9;V(3,0) c)y=-x2+6x-9;V(3,0)

A3) Escribe las ecuaciones del tipo y = 22 + bx + ¢ que definen a las funciones representadas en la
figura 12.

A4) ;Cuales de las funciones siguientes tienen valor maximo o minimo? Indica en cada caso cudl es el
valor maximo o el minimo.

Q) y= g2 +1 b) f(x) = 4a? - 22+ 3
o) gx)=—a2+2x+3  d) y=-a2-4x—4

AS) Determina el vértice y la forma general de las siguientes funciones cuadréticas:

D) f(x) = (x-2)+1 b)y=(x+4)2-5 ¢)y=-2(x-6)?

A6) Mediante el método de completar un trinomio cuadrado perfecto, determina los vértices corres-
pondientes de las funciones siguientes transforméndolas ala formay=a(x-h)2 + k.

a)f(x)=2x2-3 b) g(x) =x2 - 8x + 21 c)y=—x2+6x-12



A7) Elperimetro de un rectangulo es de 20 cm y su base mide x . Expresa los valores de su 4rea (A) en
funcién de lalongitud de la base y representa graficamente esta dependencia para 0 < x < 10.

A8) Calcula los ceros de las funciones siguientes, en caso de que existan:

a)y:x2+%x+2 b)f(x)=-x*+3 c)y=3x2+3x+1
d)y=x2—x+% e) g(x) =—-x2+7x-10 f)y=3x2+3

A9) Escribe la ecuacién de una funcién de la forma y = x2 + bx + ¢, si conoces los elementos siguientes:
a) El vérticees V (0, 5).
b) El vértice es V (3, -10) y c = —1.
c) Loscerossonx; =0 y x,=4.
d) Su gréfico pasa por los puntos A (1, 1) y B (-2, 3).

e) Para x < 3 es monétona creciente y para x > 3 es monotona decreciente.

A10) Escribe la ecuacién de una funcién cuadratica y = ax? + bx + ¢, si su gréfico pasa por los tres pun-
tos siguientes:

a) A(1,0),B(2,5)yC(-3,-4) b) M (1,6),H (-2,-5)y P (4,-8)

All) Suponga que la altura y de una pelota lanzada verticalmente hacia arriba estd dada por
y=-4.9t2 + 70t + 10, donde y estd en metros y t es el tiempo transcurrido en segundos. ;Después
de cudntos segundos la pelota alcanza su altura maxima? ;Cudl es la altura maxima? ;Cudntos
segundos tarda la pelota en regresar al piso? ;Desde qué altura se lanzé la pelota?

Vfymax=0 i

Y = altura

maxima

70°

x = Alcance

A12)El desplazamiento s de un objeto desde un punto de referencia en el tiempo t, estd dado por
s(t) = 6.5t2 12t + 7.4, donde s estd en metros y t en segundos. ;Para qué valor de t ocurre el des-
plazamiento minimo? ;Cudl es el desplazamiento minimo del objeto?



A13)En cada inciso de la figura 13 se representan funciones cuadréticas. Determina para cada una, a
partir de la grafica, el vértice, los ceros y para cudles valores de x las imdgenes son positivas y para
cudles las imdgenes son negativas.

Ay Ay
24 24

P
N

¥

27 1!

2 a1 0 /'1 ) '\{ %

A14) Escribe la ecuacién de la funcién cuadritica, y de la recta que corresponde al eje, de las parébolas
que aparecen representadas en la figura 14.

Ay Ay
24 24
14+ 1+
St 0 il ) % SR 0 U ) %
1+ -1\
a) c
24 24

A15) Durante una colisién, la fuerza F (en newtons) que acttia sobre un objeto varia con el tiempo t de
acuerdo con la ecuacién F(t) = 38t — 35¢2, donde f est4 en segundos. ;Cudl fue el valor maximo
de la fuerza? ;Para qué valor de t fue méxima la fuerza?

A16) Un constructor de edificios quiere cercar un terreno rectangular adyacente a un rio recto uti-
lizando la orilla del rio para un lado del drea encerrada. Si el contratista tiene 600 m de cerca,

encuentra las dimensiones del drea maxima que se puede encerrar.

A17) ;Cuales son las dimensiones del rectdngulo de mayor rea cuyo perimetro es igual a 38 metros?



A18) En una reaccién quimica la velocidad de formacién R de una nueva sustancia, originada por
250 unidades de una sustancia dada como reactivo, es igual a R(x) = 10x (250 - x) donde x es
la cantidad de nueva sustancia. ;Para qué valor de x es minima la velocidad de la reaccién?

A219) El duefio de un hotel que cuenta con 60 habitaciones ha encontrado que puede rentarlas to-
das aun precio de $200.00 diarios. Sin embargo, por cada aumento de $5.00 en la renta perdera
un cliente. ;Cudl debe ser el aumento en la renta para obtener el maximo ingreso? ;Cual es el
ingreso mdximo?

Las inecuaciones cuadréticas, al igual que las inecuaciones lineales, también tienen muchas aplicaciones
en el campo de las ciencias, la ingenieria y en muchas situaciones practicas. Esto es, la modelacion ma-
temdtica para la resolucién de determinados tipos de problemas se realiza con la utilizacion de inecua-
ciones cuadréticas tal como se muestra a continuacion.

Problema. Un campo rectangular de juegos, con un perimetro de 100 metros, debe tener un drea de
por lo menos SO0 metros cuadrados. ;Dentro de qué limites deben estar las longitudes de los lados del
rectangulo?

Proceso de modelacion: Sea la variable “x” un lado
del rectangulo y la variable “y” el otro lado. Como el
perimetro del rectidngulo es: 2x + 2y = 100, se obtie-
ne: y =50 —x. Y como el drea A es mayor o igual que “IV_}
500 metros cuadrados (A > S00 m2), de la

la siguiente inecuacién cuadratica:

x (50 - x) > 500 e " ) 'P  £izie§

= —x2+50x-500>0 - —— - S | -
= x2-50x+500<0 ' o R

férmula del drea del rectangulo, obtenemos ~—~

Cuya resolucion requiere de métodos que serdn estudiados a continuacion.
Las inecuaciones cuadraticas que estudiaremos en este apartado son expresiones de la forma general:

ax2+bx+c<0 : axZ+bx+c>0 ; ax?+bx+c<0 ; ax?2+bx+c>0 ; a#0

Para descubrir un método de resolucion analizamos las grificasdey=x2-4 yde y=x2-16x-12
de las cuales se observa respectivamente que:

i)y=x2-4=0, sita=2yx=-2 i)y=—4x2-16x-12=0, sitx=-3 y x=-1
ii)y=x2-4<0, si: -2<x<2 i) y=-4x2-16x-12<0, si: x<-3 y x>-1
iii)y=x2-4>0, si: x<-2 y x>2 iii) y=—4x2-16x-12>0, si: -3<x<-1



Ay Ay
a) T b) T

0 T ; / : > /
- 1 ! 3 @ 3
14 !
1
i 2- _______ T

O sea, que para resolver una inecuacién cuadratica podemos aplicar el hecho general de que un poli-

<Y

nomio y = f (x), o una funcién cuadrética, puede cambiar signos sélo en sus ceros (los valores de x que

hacen 0 al polinomio: f(x,) =f(x,) =f(x;) =0).

Asi, entre dos ceros consecutivos un polinomio debe ser solamente positivo ( f(x;) > 0) o solamente
negativo (f (x,) < 0) tal como se observa en la grafica de abajo:

X4 llllllll“ X3
) 3

Graéfica del polinomio: y=f(x) ; donde: x;, x,y x, son raices de f (x) = 0.

y:

)'\h

Esto significa que cuando los ceros reales de un polinomio se ponen en orden, dividen la recta real en
intervalos en los que el polinomio no tiene cambios de signo. Estos ceros son los niimeros criticos de
la desigualdad, y los intervalos resultantes son los intervalos de prueba para la desigualdad.
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Para determinar los intervalos en los que los valores de un polinomio son solamente negativos, o
solamente positivos, procedamos como sigue:

1.  Hallamos los ceros reales del polinomio y los arreglamos en orden creciente (de menor a
mayor ), son sus nimeros criticos.

2. Apartir de los nimeros criticos determinamos sus intervalos de prueba.

3. Escogemos un valor x representativo en cada intervalo de prueba y evaluamos el polinomio
en ese valor. Si el valor del polinomio es positivo (negativo) entonces el polinomio tendrd
valores positivos (negativos) para toda x en el intervalo.

. Resolver la inecuacién cuadratica: x2-2x-3<0
Ejemplo

Resolucion: Primero se determinan los ceros del polinomio x 2 — 2x -3 , por lo cual se factoriza
x2—-2x—-3=(x+1)(x-3),de donde, tiene dos ceros: x; = -1y x, = 3.
Luego estos ceros dividen la recta real en tres intervalos de prueba:
-00 -2 -1 0 1 2 3 4 + 0

X o ) x ) . )

Por esto, para resolver la desigualdad f ( x ) = x2 — 2x — 3 < 0, s6lo necesitamos probar un valor de
cada uno de estos intervalos de prueba. Sean por ejemplo:

\/

x;=-2 € (—o0,-1) f(-2)=(-2)? -2(-2)-3=4+4-3=5>0
x,=0¢€(-1,3) f(0)=(0)-2(0)-3=-3<0
x3=4 € (3,0) f(4)=(4)2-2(4)-3=16-8-3=5>0

Por tanto, el intervalo abierto (-1, 3) es el conjunto solucién de la desigualdad, o sea, -1 < x < 3,
como la desigualdad es estricta la solucién no incluye los extremos del intervalo.

:Cudl es el conjunto solucion de la inecuacién x2 - 2x — 3 > 0 ? y ;cudl es el conjunto solucién de la

inecuacion x2-2x-3>0?

. Resolver la inecuacién cuadritica: x2—x-6>0
Ejemplo

Resolucion: Factorizando tenemos que x2 — x — 6 = (x + 2)(x — 3), de donde, los ntimeros criticos
son x; = -2 y x? = 3; por lo tanto, los intervalos de prueba son:

(—oo, _2) ’ (_21 3) y (3; °°)
Intervalo y valor de x de prueba Valor del polinomio
x=-3 € (—00,-2) f(=3)=(-3)2-(-3)-6=6>0
x=0¢€(-2,3) f(0)=(0)2-(0)-6=-6<0

x=4e (3 0) F(4)=(4)2-(4)-6=6>0



Por tanto, el conjunto solucién de la desigualdad es: (—o0, -2) U (3, =)

Representacion gréfica: <tApii—r—t—r——Hmmm s —
X

-2 0 3

i i ion: 2 < _
Ejemplo Resuelve la inecuacion: ¥ < — 4x — 1

Resolucion: para determinar los intervalos de prueba para una desigualdad con polinomios, ésta
debe ser primeramente escrita en forma estdndar (con el polinomio en el miembro izquierdo y 0 en el
derecho). Por tanto, x2 < — 4x — 1 debe ser escrita como: 2 + 4x + 1 <0.. Por la férmula general, los ceros

de x2 +4x + 1 son:
4+ /164 _—4iz/§=_2i 3

2 2

Numeros criticos: x; =-2 - V3 Yy x,=-2+ V3

Intervalos y valores de x de prueba:

x=-4€(-00,-2-43), x=-1e(2-43, -2+y3) y x=0e(-2++3, )
2-+3 2+ 43

—+o—+—— — : : ——>

-4 3 2 -1 0
f(-4)=(-4)2+4(-4)+1=1>0 NO
f(-1)=(-1)1+4(-1)+1=-2<0 St
f(0)=(0)>+4(0)+1=1>0 NO

Por tanto, el conjunto solucién de la desigualdad es el intervalo cerrado:

[-2-+43, -2++43] osea, -2-43<x<-2+43

Otro método algebraico para resolver las inecuaciones cuadraticas es el que se ilustra con el siguiente

ejemplo
. Resolver la desigualdad cuadratica: x2 - 2x -3 <0
Ejemplo
Resolucidn:
x2-2x-3<0 (Se factoriza el trinomio)

(x=3)(x+1) <0 (... entonces los factores son de signo contrario...)
Opcionl: x-3>0 y x+1<0 = x>3 y x<-1 = Nopuedeser..

Opcion2: x-3<0 y x+1>0 = «x<3 y a>-1 = -1<x<3 eslasolucion



Determinar el dominio de las expresiones siguientes, teniendo en cuenta que estas expre-

Ejemplo |
siones toman valores reales:

a) Vx+5 b) V7 -2x c) v 64 —4x2

Resolucidn:

a) Laexpresion v x+ 5 estd definida en R paralas x tales que x + 5 20, 0 sea, x > -5 , luego el dominio
de la expresién es [-5, o).

b) Laexpresion \[7 - 2x esté definida en R para las x tales que 7 - 2x = 0, 0 sea, -2x = -7, 2x < 7,
x<7/2 = 3.5, luego el dominio de la expresién es (-, 3.5]
c) Laexpresion 64 — 4x2 esté definida en R para las x tales que:
64 -4x22>0 (Dividiendo ambos miembros entre 4)
16 -x2>0 (Factorizando el binomio)
(4-x)(4+x)=0
Numeros criticos: x, =-4 'y x,=4

Intervalos de prueba: (~00,~4) , (-4,4) y (4, )

Una prueba demuestra que 64 — 4x2 > 0 para —4 <x < 4. Por lo tanto, el dominio de la expresién 64
— 4x2 es el intervalo [-4, 4].

Un campo rectangular de juegos, con un perimetro de 100 metros, debe tener un drea de
por lo menos 500 metros cuadrados. ;Dentro de qué limites deben estar las longitudes de
los lados del rectdngulo?

Ejemplo

Resolucion: anteriormente ya encontramos que el modelo correspondiente para este problema es
la inecuacién cuadratica: ¥ — S0x + S00 <0, la cual ahora ya podemos resolver. Por la férmula general
los ceros del trinomio son:

+ /2500 — 2000 + t
L0 25;)0 2000 _50 2J500=50 ;0‘/_5:2515«/3

De donde los niimeros criticos son: x; 362 'y «x,=13.8

Intervalos y valores de x de prueba:

x=0 e (-o0,13.8) = £(0)=(0)2-350(0) + 500 =500 >0 NO
x=20¢€ (13.8,36.2) = f(20) = (20)2 - 50(20) + 500 =-100 < 0 Si
x=40¢€ (36.2, ) = f(40) = (40)2-50(40) + S00 =100 > 0 NO



Por tanto el conjunto soluciénes:  13.8 <x<36.2

Cuandox=13.8 entonces y=50-13.8=362 (mayor valor)
Cuandox=36.2 entonces y=50-362=13.8 (menor valor)
También se cumple que: 13.8<y<36.2

Comprobacién:  (36.2)(13.8) = (13.8)(36.2) = 500 iSI!
x=13 , y=37 ; (13)(37)=481<500 iNo cumple!
x=20 , y=30 ; (20)(30)=600=>500 iSI!
x=25 , y=25 ; (25)(25)=6252>500 iMdaxima 4rea!

Respuesta: Las longitudes de los lados del rectdngulo toman valores entre 13.8 metros y 36.2 metros.

El porcentaje de ciudadanos de un pais graduados de universidad, entre 1940 y 1987, se
puede calcular mediante el modelo: Pg = 5.163 + 0.0069 2. En donde el tiempo f representa
el ano calendario, con t = 0 correspondiente a 1940. Seguin este modelo, ;cudndo rebasardn
los egresados el 25% de la poblacion?

Ejemplo

Resolucion: Planteamiento de la desigualdad
5.163 + 0.0069t2 = 2§

0.00692 > 25-15.163
0.006912 = 19.864 Como t =0 corresponde a 1940, t = 53.65 = 54
PR 19.864 ~2878.84 corresponde a 1994. Por tanto (Respuesta), para
~ 0.0069 ' 1994 los egresados universitarios deben rebasar el
t= +/2878.84 = 53.65 25% de la poblacion.

Actividades de aprendizaje de la unidad 4 para resolver en equipo

A1) Resolver por cualquier método las siguientes inecuaciones cuadréticas:

a) 2 +4x<0 b) x2-7x+6<0 c) x2-10x+21>0
d) 2-3<0 e) Sx2-20x-25>0 f) 3x2-18x+27<0
g) x2+10x+ 1620 h) x2-25x+150>0 i) a2+ Sx <24

j) x22>2x+ 1S k) x2+4x<0 1) 3x2-18x+27<0
m) x2-10x+21>0 n) x2-3<0 i) Sx2-20x-25>0

A2) Resuelve y comprueba que el conjunto solucién propuesto es el correcto:

a) El conjunto solucién de la desigualdad cuadratica: x2 + 2x + 4 > 0 . Est4 formado por todo el
conjunto de nimeros reales, (—oo, o). En otras palabras, es positiva para todo valor real de x,
no tiene (ceros) niimeros criticos.

b) El conjunto solucién de la desigualdad cuadratica: x2 + 2x + 1 <0 . Estd formado por un solo
namero real {-1}

c) El conjunto solucién de la inecuacién cuadrética: x2 — 4x + 4 > 0, estd formado por todos los
ntimeros reales excepto el 2. En notacién de intervalo: (o0, 2) U (2, o)



A3)

A4)

AS)

A6)

A7)

A9)

:Qué ntimeros satisfacen la condicién: “7 menos la quinta parte de un nimero es mayor o igual
que dicho nimero™?

Sila temperatura en el drtico en un periodo de 24 horas varia entre — 49 °F y 14 °F. ; Cudnto varia
en grados Celsius si °F =9/5°C + 322

En un experimento de Quimica, la solucién de dcido clorhidrico debe mantenerse de tal forma
que su temperatura no sea menor que 28 °C ni mayor de 37 °C . ;Cudl sera la variacién de la tem-
peratura en grados Fahrenheit si °C = 5/9 (°F - 32)?

De acuerdo con laley de Hooke, la fuerza “F” (en libras) que se requiere para estirar un resorte “x”
pulgadas més de su longitud natural estd dada por F = (4.5)x. Si 8 < F < 16, ;cudl es la variacién
correspondiente de x?

La ley de Boyle para cierto gas dice que pV=200, donde p denota la presién (libras/pulgadas?) y
V denota el volumen (pulgadas3). Si 30 <V < 60, ;cudl es la variacion correspondiente de p?

Probar que de todos los rectdngulos con perimetro constante el que alcanza mayor drea es preci-
samente un cuadrado.

A10) Una persona sabe que su peso normal, de acuerdo con su estatura, debe estar entre 60 kg y 65

kg. Ella calcula que si pesara 45 kg menos que el doble de su peso actual estaria entre los limites
normales. ;Entre qué limites estd su peso?

A1l) Un equipo de baloncesto gané 16 juegos mas de los que perdié, no hubo empates. Si el equipo

jugd mas de 38 juegos y menos de 60 juegos. ; Cudntos juegos pudo haber perdido?
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